
Специальные разделы
высшей математики 29.05.2024 Лекции Далевской О. П.

Классификация точек покоя. Будем рассматривать СДУ (автономную){
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑎𝑥 +𝑏𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥 +𝑚𝑦

¤𝑋 =𝐴𝑋 =⇒ det(𝐴− 𝜆𝐸) = 0

Далее все зависит от 𝜆1,2
Заметим, что функции 𝑥 = 0 и 𝑦 = 0 являются решениями (подстановка)

Причем, точка (0, 0) - особая, так как СДУ → 𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑘𝑥 +𝑚𝑦

𝑎𝑥 +𝑏𝑦
Рассмотрим различные случаи значений 𝜆1,2:
1) 𝜆1 ≠ 𝜆2, 𝜆1,2 ∈ R−

Тогда решения СДУ будут 𝑥 (𝑡) =𝐶1𝑒
𝜆1𝑡 +𝐶2𝑒

𝜆2𝑡 , ¤𝑥 (𝑡) =𝐶1𝜆1𝑒
𝜆1𝑡 +𝐶2𝜆2𝑒

𝜆2𝑡

Подставляем в первое уравнение, из него получаем 𝑦 (𝑡) = 1
𝑏
(𝐶1(𝜆1 −𝑎)𝑒𝜆1𝑡 +𝐶2(𝜆2 −𝑎)𝑒𝜆2𝑡 )

Введем Н.У. 𝑦 (0) = 𝑦0, 𝑥 (0) = 𝑥0

Решение З.К.:

{
𝑥 (𝑡) = 𝑎𝑥0+𝑏𝑦0−𝑥0𝜆2

𝜆1−𝜆2
𝑒𝜆1𝑡 + 𝑥0𝜆1−𝑎𝑥0−𝑏𝑦0

𝜆1−𝜆2
𝑒𝜆2𝑡

𝑦 (𝑡) = 1
𝑏
( 𝑎𝑥0+𝑏𝑦0−𝑥0𝜆2

𝜆1−𝜆2
(𝜆1 −𝑎)𝑒𝜆1𝑡 + 𝑥0𝜆1−𝑎𝑥0−𝑏𝑦0

𝜆1−𝜆2
(𝜆2 −𝑎)𝑒𝜆2𝑡 )

При 𝑡 →+∞ |𝑒𝜆𝑖𝑡 | < 1 и ∀𝜀 > 0

{
|𝑥0 −𝑥0 | < 𝛿

|𝑦0 −𝑦0 | < 𝛿
=⇒

{
|𝑥 (𝑡) −𝑥 (𝑡) | < 𝜀

|𝑦 (𝑡) −𝑦 (𝑡) | < 𝜀

lim
𝑡→+∞

𝑥 (𝑡) = 0, lim
𝑡→+∞

𝑦 (𝑡) = 0, то есть (0, 0) - устойчивое решение

Ex. 1.

{
¤𝑥 = −𝑥
¤𝑦 = −2𝑦

⇐⇒
{
𝑑𝑥
𝑥
= −𝑑𝑡

𝑑𝑦

𝑦
= −2𝑑𝑡

⇐⇒
{
𝑥 =𝐶1𝑒

−𝑡

𝑦 =𝐶2𝑒
−2𝑡 + Н.У. =⇒

{
𝑥 = 𝑥0𝑒

−𝑡

𝑦 = 𝑦0𝑒
−2𝑡

Изобразим интегральные кривые (фазовый портрет системы): СДУ =⇒ 𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑦
𝑥

=⇒𝑦 =𝐶𝑥2

В этом примере получается семейство парабол, при 𝑡 → +∞ они все стремятся к (0, 0) -
устойчивому узлу

2) 𝜆1 · 𝜆2 < 0, 𝜆1,2 ∈ R

Ex. 2.

{
¤𝑥 = 𝑥

¤𝑦 = −2𝑦

{
𝑥 = 𝑥0𝑒

𝑡

𝑦 = 𝑦0𝑒
−2𝑡

Фазовый портрет
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
−2𝑦
𝑥

=⇒ 𝑦 =
𝐶

𝑥2
Гиперболы при 𝑡 → ∞ стремятся к точками (±∞, 0) и образуют так называемое седло

неустойчивости
3) 𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽, 𝛼 < 0

Ex. 3.

{
¤𝑥 = −𝑥 +𝑦
¤𝑦 = −𝑥 −𝑦

𝜆1,2 = −1± 𝑖{
𝑥 (𝑡) = 𝑒−𝑡 (𝑥0 cos 𝑡 +𝑦0 sin 𝑡)
𝑦 (𝑡) = 𝑒−𝑡 (𝑦0 cos 𝑡 −𝑥0 sin 𝑡)

- устойчивая

Фазовый портрет: перейдем в ПСК 𝑥 = 𝜌 cos𝜑
𝑦 = 𝜌 sin𝜑

𝑥0 =𝐴 cos𝜑0
𝑦0 =𝐴 sin𝜑0

Тогда

{
𝜌 cos𝜑 = 𝑒−𝑡 =𝐴 cos(𝑡 −𝜑0)
𝜌 sin𝜑 = 𝑒−𝑡 =𝐴 sin(𝑡 −𝜑0)

=⇒ 𝜌2 =𝐴2𝑒−2𝑡 =⇒ 𝜌 =𝐴𝑒−𝑡
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Выразим 𝑡 через 𝜑: tan𝜑 = tan(𝑡 −𝜑0)
Получаем 𝜌 =𝐴𝑒−(𝜑+𝜑0+𝜋𝑛)

Получается семейство логарифмических спиралей (𝜌 =𝐴𝑒𝜑)
3′) 𝜆1,2 = ±𝑖𝛽 (𝛼 = 0){
𝑥 (𝑡) = 𝑥0 cos 𝛽𝑡 +𝑦0 sin 𝛽𝑡

𝑦 (𝑡) = 𝑦0 cos 𝛽𝑡 −𝑥0 sin 𝛽𝑡
.

Фазовый портрет - семейство соосных и концентрических эллипсов. Центр этих эллипсов
устойчивый

4) 𝜆1,2 ∈ R, 𝜆1 · 𝜆2 = 0
Lab.

1.

{
¤𝑥 = 0
¤𝑦 = −𝑦

2.

{
¤𝑥 = −𝑥
¤𝑦 = −𝑦

3.

{
¤𝑥 = 𝑦

¤𝑦 = −0
Обобщим. Если хотя бы один 𝜆 ≠ 0 и лежит слева от 𝐼𝑚𝜆, то решение устойчивое
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