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Mem. (𝑥,𝑦) в R

(𝑥,𝑦) = (𝑦, 𝑥)
Но. (𝑥,𝑦) в комплексном множестве
(𝑥,𝑦) = (𝑦, 𝑥)
Важно: линейность по первому аргументу - везде
(𝜆𝑥,𝑦) R,C

= 𝜆(𝑥,𝑦)
Но:
(𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆(𝑥,𝑦) в R

(𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆(𝑥,𝑦) в C

Def. 1. Оператор A∗ называется сопряженным для A :𝑉 →𝑉 , если
(A𝑥,𝑦) = (𝑥,A∗𝑦)

Def. 2. A∗ сопряженный для A, если 𝐴∗ =𝐴𝑇 в любом ортонормированном базисе
Def. 1. ⇐⇒ Def. 2.
(A𝑥,𝑦) на языке матриц

====== (𝐴𝑋,𝑌 ) = (𝐴𝑋 )𝑇 ·𝑌 = 𝑋𝑇 ·𝐴𝑇 ·𝑌
| |

(𝑥,A∗𝑦)= 𝑋𝑇 · (𝐴∗𝑌 ) = (𝑋𝑇𝐴∗) ·𝑌 = 𝑋𝑇 ·𝐴𝑇 ·𝑌 =⇒𝐴∗ =𝐴𝑇

Lab. Очевидно существование A∗ ∀A (определяется в ортонормированном базисе действием
A𝑇 )
Доказать единственность A∗ рассмотреть от противного (𝑥,A∗

1𝑦) ≠ (𝑥,A∗
2𝑦))

Свойства:
1) I = I∗ □(I𝑥,𝑦) = (𝑥,𝑦) = (𝑥,I𝑦) □

2) (A +B)∗ =A∗ +B∗

3) (𝜆A)∗ = 𝜆A∗

4) (A∗)∗ =A
5) (AB)∗ = B∗A∗ (св-во транспонирования матриц)
или ((AB)𝑥,𝑦) = (A(B𝑥), 𝑦) = (B𝑥,A∗𝑦) = (𝑥,B∗A∗𝑦)
6) A∗ - линейный оператор (A𝑥 = 𝑥′,A𝑦 = 𝑦′ =⇒A(𝜆𝑥 + 𝜇𝑦) = 𝜆𝑥′ + 𝜇𝑦′)
Можно использовать линейные свойства умножения матриц 𝐴∗(𝜆𝑋 + 𝜇𝑌 ) = 𝜆A∗𝑋 + 𝜇A∗𝑌

2* Самосопряженный оператор

Def. A называется самосопряженным, если A =A∗

Следствие. 𝐴𝑇 =𝐴 =⇒ матрица 𝐴 симметричная
Свойства самосопряженных операторов:
1) A =A∗, 𝜆 : A𝑥 = 𝜆𝑥 (𝑥 ≠ 0). Тогда, 𝜆 ∈ R

□(A𝑥,𝑦) = (𝜆𝑥,𝑦) = 𝜆(𝑥,𝑦) (𝑥,A∗𝑦) = (𝑥,A𝑦) = (𝑥, 𝜆𝑦) в C
= 𝜆(𝑥,𝑦)

(A𝑥,𝑦) = (𝑥,A𝑦) =⇒ 𝜆(𝑥,𝑦) = 𝜆(𝑥,𝑦) =⇒ 𝜆 = 𝜆 =⇒ 𝜆 ∈ R

□
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2) A =A∗, A𝑥1 = 𝜆1𝑥1,A𝑥2 = 𝜆2𝑥2 и 𝜆1 ≠ 𝜆2

Тогда 𝑥1 ⊥ 𝑥2

□ Хотим доказать, что (𝑥1, 𝑥2) = 0, при том, что 𝑥1,2 ≠ 0
𝜆1(𝑥1, 𝑥2) = (1𝑥1, 𝑥2) = (A𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1,A𝑥2) = (𝑥1, 𝜆2𝑥2) = (𝑥1, 𝑥2)𝜆2

Так как 𝜆1 ≠ 𝜆2, то (𝜆1 − 𝜆2) (𝑥1, 𝑥2) = 0 =⇒ (𝑥1, 𝑥2) = 0 □

Th. Лемма. A = A∗, 𝑒 - собственный вектор (𝑙{𝑒} - линейная оболочка 𝑒 - инвариантное
подпространство для A)
𝑉1 = {𝑥 ∈𝑉 | 𝑥 ⊥ 𝑒}
Тогда 𝑉1 - инвариантное для A
□ Нужно доказать, что ∀𝑥 ∈𝑉1 A𝑥 ∈𝑉1 и так как 𝑥 ∈𝑉1 | 𝑥 ⊥ 𝑒, то покажем, что A𝑥 ⊥ 𝑒

(A𝑥, 𝑒) = (𝑥,A𝑒) = (𝑥, 𝜆𝑒) = 𝜆(𝑥, 𝑒) 𝑥⊥𝑒== 0
□

Th. A =A∗ (A :𝑉 𝑛 →𝑉 𝑛), тогда ∃𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 - набор собственных векторов A и {𝑒𝑖} - ортонор-
мированный базис
(другими словами: A - диагонализируем)
Наводящие соображения.

Ex. 1. 𝐴 =
©«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®®¬ = 𝐼

I𝑥 = 𝑥 = 1 · 𝑥, 𝜆1,2,3 = 1
Здесь 𝑈𝜆1,2,3 =𝑉

3, {−→𝑖 ,−→𝑗 ,−→𝑘 } - базис из собственных векторов, ортонормированный

Ex. 2. 𝐴 =
©«
0 0 0
0 0 0
0 0 0

ª®®¬ = O

O𝑥 = 0, 𝜆1,2,3 = 0
И здесь 𝑈𝜆1,2,3 =𝑉

3, так как 0 ∈𝑈𝜆 и ∀𝑥 O𝑥 = 0 ∈𝑈𝜆

Ex. 3. Поворот R2 на
𝜋
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= 0 - вещественных корней нет

□ ⊐ 𝑒1 - какой-либо собственный вектор A ...
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