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Nota. 𝐾𝑒𝑟 A и 𝐼𝑚 A - подпространства 𝑉 (A :𝑉 →𝑉 )
Вообще-то 𝐾𝑒𝑟 A ⊂ 𝑉 , 𝐼𝑚 A ⊂𝑊 (A :𝑉 →𝑊 )
dim𝑊 ≤ dim𝑉 , тогда можно считать, что𝑊 ⊂ 𝑉 ′ и рассмотрим A :𝑉 →𝑉 ′ (где 𝑉 ′ изоморфен
𝑉 )
𝐾𝑒𝑟A - подпространство, то есть 𝐾𝑒𝑟A ⊂ 𝑉 и

∑︁
𝑐𝑖𝑥𝑖 ⊂ A, если ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐾𝑒𝑟A

A(
∑︁

𝑐𝑖𝑥𝑖) =
∑︁

𝑐𝑖A𝑥𝑖
𝑥𝑖∈A
=

∑︁
𝑐𝑖0 = 0

Следствие: 𝐾𝑒𝑟A = 0 =⇒A - вз.-однозн.
□ От противного:
⊐A - не вз.-однозн., то есть ∃𝑥1, 𝑥2 ∈𝑉 (𝑥1 ≠ 𝑥2) |A𝑥1 =A𝑥2 ⇐⇒A(𝑥1−𝑥2) = 0 =⇒ 𝑥1−𝑥2 ∈𝐾𝑒𝑟A
- противоречие

Nota. Обратное также верно:
A - вз.-однозн. ⇐⇒ 𝑦1 = 𝑦2 =⇒ 𝑥1 = 𝑥2, так как A(𝑥1 −𝑥2) = 0 =⇒ 𝑥1 −𝑥2 = 0
Тогда 0 является образом только 0-вектора =⇒ 𝐾𝑒𝑟A = 0

Nota. Также очевидно, что
𝐾𝑒𝑟A = 0 ⇐⇒ 𝐼𝑚A =𝑉

𝐾𝑒𝑟A =𝑉 =⇒ 𝐼𝑚A = 0 и A = 0

Th. A :𝑉 →𝑉 , тогда dim𝐾𝑒𝑟A + dim 𝐼𝑚A = dim𝑉

□ Так как 𝐾𝑒𝑟A - подпространство 𝑉 , то можно построить дополнение до прямой суммы (взяв
базисные векторы ядра, дополнить их набор до базиса 𝑉 : 𝑒𝑘1, . . . 𝑒

𝑘
𝑚, 𝑒

𝑘
𝑚+1, . . . 𝑒

𝑘
𝑛)

Обозначим дополнение𝑊 , тогда 𝐾𝑒𝑟A ⊕𝑊 =𝑉 =⇒ dim𝐾𝑒𝑟A + dim𝑊 = dim𝑉

Докажем, что𝑊 и 𝐼𝑚A - изоморфны
A :𝑊 → 𝐼𝑚A
A : 𝐾𝑒𝑟A → 0

Докажем, что A действует из𝑊 в 𝐼𝑚A взаимно-однозначно
⊐ A невз.-однозн., тогда ∃𝑥1, 𝑥2 ∈𝑊 (𝑥1 ≠ 𝑥2) |A𝑥1 =A𝑥2 ∈ 𝐼𝑚A
A(𝑥1 −𝑥2) = 0 =⇒ 𝑥1 −𝑥2

обозн.
= 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟A, но 𝑥 ≠ 0, так как 𝑥1 ≠ 𝑥2

Но для прямой суммы𝑊 ∪𝐾𝑒𝑟A = 0, 𝑥 ∋𝑊 ∪𝐾𝑒𝑟A =⇒ предположение неверно
=⇒A - лин. вз.-однозн. =⇒ dim𝑊 = dim 𝐼𝑚A
𝑉 =𝑊1 ⊕𝑊2 найдется ЛО A :𝑉 →𝑉

𝑊1 = 𝐾𝑒𝑟A,𝑊2 = 𝐼𝑚A

Def. Рангом оператора A называется dim 𝐼𝑚A: 𝑟𝑎𝑛𝑔A 𝑑𝑒 𝑓
= dim 𝐼𝑚A(= 𝑟 (A) = 𝑟𝑎𝑛𝑘A)

Nota. Сравним ранг оператора с рангом его матрицы
A𝑥 = 𝑦 A :𝑉 𝑛 →𝑊𝑚

𝐴 - матрица A, 𝑥 = 𝑥1𝑒1 +𝑥2𝑒2 + · · · +𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑦 = 𝑦1𝑓1 + · · · +𝑦𝑚 𝑓𝑚
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A𝑥 = 𝑦⇐⇒
©­­­«
𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑚1 . . . 𝑎𝑚𝑛

ª®®®¬
©­­­«
𝑥1
...

𝑥𝑛

ª®®®¬ =
©­­­«
𝑦1
...

𝑦𝑚

ª®®®¬
Или при преобразовании базиса 𝐴𝑒𝑖 = 𝑒′𝑖 :©­­­«
𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑚1 . . . 𝑎𝑚𝑛

ª®®®¬
©­­­«
𝑒1
...

𝑒𝑛

ª®®®¬
𝑇

=

©­­­«
𝑒′1
...

𝑒′𝑚

ª®®®¬
Здесь

©­­­«
𝑒1
...

𝑒𝑛

ª®®®¬
𝑇

- это матрица
(
𝑒1 . . . 𝑒𝑛

)
=

©­­­«
𝑒11 𝑒12 . . .
...

...
...

𝑒𝑛1 𝑒𝑛2 . . .

ª®®®¬
Nota. Поиск матрицы A можно осуществить, найдя ее в «домашнем» базисе {𝑒𝑖}, то есть
𝐴(𝑒1, . . . 𝑒𝑛) = (𝑒′1, . . . , 𝑒′𝑚)
Затем, можно найти матрицу в другом (нужном) базисе, используя формулы преобразований
(см. позже)
Тогда 𝐾𝑒𝑟A = 𝐾 - множество векторов, которые решают систему
𝐴𝑋 = 0 (dim𝐾 =𝑚 = dim ФСР = 𝑛 − 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴) и при этом dim𝐾 = 𝑛 − dim 𝐼𝑚A
𝑟𝑎𝑛𝑔A = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴 = dim 𝐼𝑚A
Следствия (без док-в)
1) 𝑟𝑎𝑛𝑔(AB) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑔(A) (или 𝑟𝑎𝑛𝑔B)
2) 𝑟𝑎𝑛𝑔(AB) ≥ 𝑟𝑎𝑛𝑔(A) + 𝑟𝑎𝑛𝑔(B) − dim𝑉

Nota. Рассмотрим преобразование координат, как линейный оператор 𝑇 :𝑉 𝑛 →𝑉 𝑛 (переход из
системы 𝑂𝑥𝑖 →𝑂𝑥′𝑖 , 𝑖 = 1..𝑛)
dim 𝐼𝑚𝑇 = 𝑛, dim𝐾𝑒𝑟𝑇 = 0 =⇒𝑇 - вз.-однозн.
Поставим задачу отыскания матрицы в другом базисе, используя 𝑇𝑒→𝑒′

2.6. Преобразование матрицы оператора при переходе к

другому базису

Th. A :𝑉 𝑛 →𝑉 𝑛

{𝑒𝑖}
об
= 𝑒 и {𝑒′𝑖 }

об
= 𝑒′ - базисы пространства 𝑉

T :𝑉 𝑛 →𝑉 𝑛 - преобразование координат, то есть 𝑇𝑒𝑖 = 𝑒′𝑖
⊐ 𝐴,𝐴′ - матрицы A в базисах 𝑒 и 𝑒′

Тогда 𝐴′ =𝑇𝐴𝑇 −1 (𝐴′
𝑒′ =𝑇𝑒→𝑒′𝐴𝑇

−1
𝑒→𝑒′)

□ ⊐ 𝑦 =A𝑥 , где 𝑥,𝑦 - векторы в базисе 𝑒 (𝑥𝑒 = 𝑥′𝑒′ - один вектор)
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𝑦′ =A𝑥′, где 𝑥′, 𝑦′ - векторы в базисе 𝑒′

T𝑥 = 𝑥′,T𝑦 = 𝑦′

𝑦 =𝐴𝑥 , 𝑦′ =𝐴′𝑥′, тогда 𝑇𝑦 =𝐴′(𝑇𝑥)
��� ·𝑇 −1

𝑇 −1𝑇𝑦 = (𝑇 −1𝐴′𝑇 )𝑥
𝐴𝑥 = 𝑦 = (𝑇 −1𝐴′𝑇 )𝑥
𝐴 =𝑇 −1𝐴′𝑇 =⇒𝐴′ =𝑇𝐴𝑇 −1
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