
Теория вероятности 12.11.2024 Лекции Блаженова А. В.

Лекция 11

Сходимость случайных величин

Рассмотрим 3 вида сходимости:

• Сходимость «почти наверное»
Def. Случайная величина 𝜉 имеет свойство Cond «почти наверное», если вероятность
𝑝 (𝜉 имеет свойство Cond) = 1

Nota. То есть 𝑝 (𝜉 не имеет свойство Cond) = 0
𝑝 (𝜔 ∈ Ω | 𝜉 (𝜔) не имеет св-во Cond) = 0

Def. Последовательность случайных величин {𝜉𝑛} сходится «почти наверное» к случай-
ной величине 𝜉 при 𝑛 →∞ (𝜉𝑛

п. н.−→ 𝜉), если 𝑝 (𝜔 ∈ Ω | 𝜉𝑛 (𝜔) −→
𝑛→∞

𝜉 (𝜔)) = 1
• Сходимость по вероятности

Def. Последовательность случайных величин {𝜉𝑛} сходится по вероятности к случайной
величине 𝜉 при 𝑛 →∞ (𝜉𝑛

𝑝
−→ 𝜉), если ∀𝜀 > 0 𝑝 ( |𝜉𝑛 − 𝜉 | < 𝜀) −→

𝑛→∞
1

Nota. Не надо думать, что из сходимости по вероятности следует сходимости математи-
ческого ожидания 𝜉𝑛

𝑝
−→ 𝜉 ≠⇒ 𝐸𝜉𝑛 −→ 𝐸𝜉

Th. Пусть |𝜉𝑛 | ≤ 𝐶 = const ∀𝑛
Тогда 𝜉𝑛

𝑝
−→ 𝜉 =⇒ 𝐸𝜉𝑛 −→ 𝐸𝜉

• Слабая сходимость
Def. Последовательность случайных величин 𝜉𝑛 слабо сходится к случайной величине 𝜉

при 𝑛 →∞ (𝜉𝑛 ⇒ 𝜉), если 𝐹𝜉𝑛 (𝑥) −→ 𝐹𝜉 (𝑥)∀𝑥 , где 𝐹𝜉 (𝑥) - непрерывна

Связь между видами сходимости

Th. 𝜉𝑛
п. н.−→ 𝜉 =⇒ 𝜉𝑛

𝑝
−→ 𝜉 =⇒ 𝜉𝑛 ⇒ 𝜉

Th. Если 𝜉𝑛 ⇒𝐶 = const, то 𝜉𝑛
𝑝

−→𝐶

Если 𝜉𝑛 ⇒𝐶, то по определению 𝐹𝜉𝑛 (𝑥) −→ 𝐹𝐶 (𝑥) =

0, 𝑥 ≤ 𝐶

1, 𝑥 >𝐶
∀𝑥 ≠𝐶

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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∀𝜀 > 0 𝑝 ( |𝜉𝑛 −𝐶 | < 𝜀) = 𝑝 (−𝜀 < 𝜉𝑛 −𝐶 < 𝜀) = 𝑝 (𝐶 − 𝜀 < 𝜉𝑛 < 𝐶 + 𝜀) ≥ 𝑝

(
𝐶 − 𝜀

2
< 𝜉𝑛 <𝐶 + 𝜀

)
=

𝐹𝜉𝑛 (𝐶 + 𝜀) − 𝐹𝜉𝑛

(
𝐶 − 𝜀

2

)
= 1− 0 = 1

Так как 𝑝 ( |𝜉𝑛 −𝐶 | < 𝜀) ≤ 1, то по теореме о 2 милиционерах 𝑝 ( |𝜉𝑛 −𝐶 | < 𝜀) −→
𝑛→∞

1 то есть

по определению 𝜉𝑛
𝑝

−→𝐶

Nota. В общем случае не только из слабой сходимости не следует сходимость по вероятности,
но и бессмысленно говорить об этом, так как слабая сходимость - это сходимость не случайных
величин, а их распределений

Ex. ⊐𝜉𝑛 ⇒ 𝜉 ∈ 𝑁 (0, 1), тогда 𝜂 = −𝜉 ∈ 𝑁 (0, 1), но ясно, что 𝜉𝑛
𝑝

−→ 𝜂 = −𝜉 - неверно

Ключевые неравенства

В дальнейшем будем считать, что у случайных величин первый момент существует

I. Неравенство Маркова

Th. 𝑝 ( |𝜉 | ≥ 𝜀) ≤ 𝐸 |𝜉 |
𝜀

∀𝜀 > 0

𝐼𝐴 (𝜔) =

0, 𝜔 ∉𝐴 −𝐴 нет

1, 𝜔 ∈ 𝐴 −𝐴 есть
𝐸𝐼𝐴 = 𝑝 (𝐴)
|𝜉 | ≥ |𝜉 | · 𝐼 ( |𝜉 | ≥ 𝜀) ≥ 𝜀𝐼 ( |𝜉 | ≥ 𝜀)
𝐸 |𝜉 | ≥ 𝐸 (𝜀 · 𝐼 ( |𝜉 | ≥ 𝜀))
𝐸 |𝜉 | ≥ 𝜀 · 𝐸 (𝐼 ( |𝜉 | ≥ 𝜀)) = 𝜀 · 𝑝 ( |𝜉 | ≥ 𝜀) =⇒ 𝑝 ( |𝜉 | ≥ 𝜀) ≤ 𝐸 |𝜉 |

𝜀

II. Неравенство Чебышева

Th. 𝑃 ( |𝜉 −𝐸𝜉 | ≥ 𝜀) ≤ 𝐷𝜉

𝜀2

𝑝 ( |𝜉 −𝐸𝜉 | ≥ 𝜀) = 𝑝 ((𝜉 −𝐸𝜉)2 ≥ 𝜀2) ≤ 𝐸 (𝜉 −𝐸𝜉)2
𝜀2

=
𝐷𝜉

𝜀2

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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III. Правило «трех сигм»

Th. 𝑃 ( |𝜉 −𝐸𝜉 | ≥ 3𝜎) ≤ 1
9

По неравенству Чебышева 𝑃 ( |𝜉 −𝐸𝜉 | ≥ 3𝜎) ≤ 𝐷𝜉

(3𝜎)2
=

𝐷𝜉

9𝜎2 =
1
9

Среднее арифмитическое независимых одинаково распределенных

случайных величин

Пусть 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 - независимые одинаково распределенные случайные величины с конечным
вторым моментом
Обозначим 𝑎 = 𝐸𝜉𝑖, 𝑑 = 𝐷𝜉𝑖, 𝜎 = 𝜎𝜉𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛 - их сумма
𝑆𝑛

𝑛
=
𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛

𝑛
- среднее арифмитическое

𝐸

(
𝑆𝑛

𝑛

)
=

1
𝑛
(𝐸𝜉1 + · · · +𝐸𝜉𝑛) =

1
𝑛
𝑛𝑎 = 𝑎 = 𝐸𝜉1 - математическое ожидание не меняется

𝐷

(
𝑆𝑛

𝑛

)
=

1
𝑛2 (𝐷𝜉1 + · · · +𝐷𝜉𝑛) =

1
𝑛2𝑛𝑑 =

𝑑

𝑛
=
𝐷𝜉1

𝑛
- дисперсия уменьшилась в 𝑛 раз

𝜎

(
𝑆𝑛

𝑛

)
=

𝜎
√
𝑛

- СКО уменьшилось в
√
𝑛 раз

Законы больших чисел

I. Закон больших чисел Чебышева

Th. Пусть 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛, . . . - последовательность независимых одинаково распределенных с

конечным вторым моментом, тогда
𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛

𝑛

𝑝
−→
𝑛→∞

𝐸𝜉1

Обозначим 𝑎 = 𝐸𝜉𝑖, 𝑑 = 𝐷𝜉𝑖, 𝜎 = 𝜎𝜉𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖

Тогда по неравенству Чебышева 𝑝

(����𝑆𝑛𝑛 −𝑎

���� ≥ 𝜀

)
= 𝑝

(����𝑆𝑛𝑛 −𝐸

(
𝑆𝑛

𝑛

)���� ≥ 𝜀

)
≤
𝐷

(
𝑆𝑛
𝑛

)
𝜀2

=
𝑑

𝑛𝜀2
−→
𝑛→∞

0 =⇒ 𝑝

(
|𝑆𝑛
𝑛

−𝑎 | < 𝜀

)
−→
𝑛→∞

1, то есть
𝑆𝑛

𝑛

𝑝
−→ 𝑎

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Среднее арифмитическое большое числа независимых одинаковых случайных величин «ста-
билизируется» около математического ожидания, «при 𝑛 → ∞ случайность переходит в
закономерность»
Статистический смысл: при большом объеме 𝑛 статистических данных среднее арифмитиче-
ское данных дает достаточно точную оценку теоретического математического ожидания

Nota. При доказательстве получили полезную, хотя и грубую оценку: 𝑝
(����𝑆𝑛𝑛 −𝑎

���� ≥ 𝜀

)
≤ 𝐷𝜉𝑖

𝑛𝜀2

II. Закон больших чисел Бернулли

Th. Пусть 𝑣𝑛 - число успехов из 𝑛 независимых испытаний, 𝑝 = 𝑃 (𝐴) - вероятность успеха
при одном испытании. Тогда

𝑣𝑛

𝑛

𝑝
−→ 𝑃 (𝐴)

При этом 𝑃

(���𝑣𝑛
𝑛
−𝑝

��� ≤ 𝜀

)
≤ 𝑝 (1−𝑝)

𝑛𝜀2

𝑣𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛, где 𝜉𝑖 ∈ 𝐵𝑝 - число успехов при 𝑖-ом испытании
𝐸𝜉𝑖 = 𝑝;𝐷𝜉𝑖 = 𝑝𝑞
𝑣𝑛

𝑛

𝑝
−→ 𝐸𝜉1 = 𝑝

𝑝

(���𝑣𝑛
𝑛
−𝑝

��� ≥ 𝜀

)
≤ 𝐷𝜉1

𝑛𝜀2
=

𝑝𝑞

𝑛𝜀2

III. Закон больших чисел Хинчина

Th. 𝑣𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛 последовательность независимых одинаково распределенных случай-

ных величин с конечным первым моментом, тогда
𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛

𝑛

𝑝
−→ 𝐸𝜉𝑖

IV. Усиленный закон больших чисел Колмогорова

В условиях теоремы Хинчина
𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛

𝑛

п.н.−→ 𝐸𝜉1

V. Закон больших чисел Маркова

Th. Пусть имеется последовательность случайных величин 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛, . . . с конечными

вторыми моментами, таких что 𝐷 (𝑆𝑛) = 𝑜 (𝑛2). Тогда
𝑆𝑛

𝑛

𝑝
−→ 𝐸

(
𝑆𝑛

𝑛

)
или

𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛
𝑛

𝑝
−→

1
𝑛
(𝐸𝜉1 + · · · +𝐸𝜉𝑛)

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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По неравенству Чебышева 𝑝

(����𝑆𝑛𝑛 −𝐸

(
𝑆𝑛

𝑛

)���� ≥ 𝜀

)
≤

𝐷

(
𝑆𝑛
𝑛

)
𝜀2

=
𝐷 (𝑆𝑛)
𝑛2𝜀2

=
1
𝜀2

𝑜 (𝑛2)
𝑛2 −→ 0 =⇒

𝑝

(����𝑆𝑛𝑛 −𝐸

(
𝑆𝑛

𝑛

)���� ≤ 𝜀

)
−→ 1

Центральная предельная теорема

Th. Центральная предельная теорема (ЦПТ Ляпунова, ≈1901 год)
Пусть 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛, . . . - последовательность независимых одинаково распределенных слу-

чайных величин с конечной дисперсией (𝐷𝜉1 <∞) и 𝑆𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖 . Тогда имеет место слабая

сходимость:

𝑆𝑛 −𝑛𝐸𝜉1√︁
𝑛𝐷𝜉1

⇒ 𝑁 (0, 1)

Теорема показывает, что стандартизованная сумма слабо сходится к стандартному нормаль-
ному распределению

Nota. Можно представить в ином виде: ⊐𝑎 = 𝐸𝜉𝑖, 𝜎 = 𝜎𝜉𝑖 , тогда 𝐸

(
𝑆𝑛

𝑛

)
= 𝑎, 𝜎

(
𝑆𝑛

𝑛

)
=

𝜎
√
𝑛
, а

𝑆𝑛
𝑛
−𝑎

𝜎
√
𝑛

⇒ 𝑁 (0, 1)

Nota. Другая, грубая, формулировка:
𝑆𝑛

𝑛
⇒ 𝑁

(
𝑎,
𝜎2

𝑛

)

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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