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Лекция 4.

Основные распределения математической статистики

Def. Случайная величина имеет нормальное распределение 𝜉 ∈ 𝑁 (𝑎, 𝜎2) с параметрами 𝑎 и 𝜎2,

если ее плотность имеет вид 𝑓𝜉 (𝑥) =
1

𝜎
√

2𝜋
𝑒
− (𝑥−𝑎)2

2𝜎2

На практике нормальное распределение встречается чаще всего в силу ЦПТ

Def. Распределение 𝑁 (0, 1) с параметрами 𝑎 = 0, 𝜎2 = 1 называется стандартным нормальным

распределением. Его плотность равна 𝜑 (𝑥) =
1

√
2𝜋
𝑒−

𝑥2
2 . В дальнейшем такую случайную

величину будем называть стандартной нормалью
Свойства

1. 𝑎 = 𝐸𝜉 𝜎2 = 𝐷𝜉

2. Линейность: 𝜉 ∈ 𝑁 (𝑎, 𝜎2), то 𝜂 = 𝑏𝜉 +𝛾 ∈ 𝑁 (𝑎𝑏 +𝛾, 𝑏2𝜎2)
3. Стандартизация: Если 𝜉 ∈ 𝑁 (𝑎, 𝜎2), то 𝜂 =

𝜉 −𝑎
𝜎

∈ 𝑁 (0, 1)
4. Устойчивость относительно суммирования: если 𝜉1 ∈ 𝑁 (𝑎1, 𝜎

2
1 ), 𝜉2 ∈ 𝑁 (𝑎2, 𝜎

2
2 ), независимы

то 𝜉1 + 𝜉2 ∈ 𝑁 (𝑎1 +𝑎2, 𝜎
2
1 +𝜎2

2 )

Распределение «хи-квадрат»

Def. Распределение «хи-квадрат» 𝐻𝑛 со степенями свободы 𝑛 называется распределение
суммы квадратов независимых стандартных нормальных величин: 𝜒2

𝑛 = 𝑋
2
1 +𝑋 2

2 + · · · +𝑋 2
𝑛 , где

𝑋 ∈ 𝑁 (0, 1) и независимы
Свойства

1. 𝐸𝜒2
𝑛 = 𝑛

Так как ∀𝑖 𝑋𝑖 ∈ 𝑁 (0, 1), то 𝐸𝑋 2
𝑖 = 𝐷𝑋 2

𝑖 + (𝐸𝑋𝑖)2 = 1 =⇒ 𝐸 (𝑋 2
𝑖 + . . . 𝑋 2

𝑛 ) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋 2
𝑖 = 𝑛

2. Устойчивость относительно суммирования: если 𝑋 ∈ 𝐻𝑛, 𝑌 ∈ 𝐻𝑚, независимы, то 𝑋 +𝑌 ∈
𝐻𝑛+𝑚 (по определению)

3.
𝜒2
𝑘

𝑘

𝑝
−→
𝑘→∞

1 (по Закону Больших Чисел)

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Распределение Стьюдента

Def. Пусть 𝑋0, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 - независимые стандартные нормальные величины. Распределением
Стьюдента 𝑇𝑘 с 𝑘 степенями свободы называется распределение случайной величины 𝑡𝑘 =

𝑋0√︃
1
𝑘
(𝑋 2

1 + · · · +𝑋 2
𝑘
)
=

𝑋0√︃
𝜒2
𝑘

𝑘

Свойства

1. 𝐸𝑡𝑘 = 0 - в силу симметрии
2. 𝑡𝑘 ⇒ 𝑁 (0, 1) (на практике при 𝑘 ≥ 100 распределение Стьюдента можно считать стан-

дартным нормальным)

Распределение Фишера-Снедекера

Def. Распределением Фишера-Снедекера 𝐹𝑛,𝑚 (другое название - F-распределение) со степе-

нями свободы 𝑛 и 𝑚 называется распределение случайной величины 𝑓𝑛,𝑚 =

𝜒2
𝑛

𝑛

𝜒2
𝑚

𝑚

, где 𝜒2
𝑛 и 𝜒2

𝑚 -

независимые случайные величины с распределением «хи-квадрат»
Свойства

1. 𝐸𝑓𝑛,𝑚 =
𝑛

𝑛 − 2
2. 𝑓𝑛,𝑚

𝑝
−→

𝑛,𝑚→∞
1

Математическое ожидание и дисперсия случайного вектора

Пусть ®𝑋 =

©«
𝑋1
...

𝑋𝑛

ª®®®¬ - случайный вектор, где случайная величина 𝑋𝑖 - компонента (координата)

случайного вектора

Def. Математическим ожидание случайного вектора называется вектор с координатами из

математических ожиданий компонент: 𝐸 ®𝑋 =

©«
𝐸𝑋1
...

𝐸𝑋𝑛

ª®®®¬
Def. Дисперсией случайного вектора (или матрицей ковариаций) случайного вектора ®𝑋
называется матрица 𝐷 ®𝑋 = 𝐸 ( ®𝑋 −𝐸 ®𝑋 ) ( ®𝑋 −𝐸 ®𝑋 )𝑇 , состоящая из элементов 𝑑𝑖 𝑗 = cov(𝑋𝑖, 𝑋 𝑗 )
Nota. На главной диагонали стоят дисперсии компонент: 𝑑𝑖𝑖 = 𝐷𝑋𝑖
Nota. 𝐷 ®𝑋 - симметричная положительно определенная матрица
Свойства

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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1. 𝐸 (𝐴 ®𝑋 ) =𝐴𝐸 ®𝑋
2. 𝐸 ( ®𝑋 + ®𝐵) = 𝐸 ®𝑋 + ®𝐵, где ®𝐵 - вектор чисел
3. 𝐷 (𝐴 ®𝑋 ) =𝐴 ·𝐷 ®𝑋 ·𝐴𝑇

4. 𝐷 ( ®𝑋 + ®𝐵) = 𝐷 ®𝑋

Многомерное нормальное распределение

Def. Пусть случайный вектор ®𝜉 =

©«
𝜉1
...

𝜉𝑛

ª®®®¬ имеет вектор средних ®𝑎 = 𝐸 ®𝜉 , 𝐾 - симметричная

положительно определенная матрица. Вектор ®𝜉 имеет нормальное распределение в R𝑛 с

параметрами ®𝑎 и 𝐾 , если его плотность 𝑓®𝜉 ( ®𝑋 ) =
1(√

2𝜋
)𝑛 √

det𝐾
𝑒−

1
2 ( ®𝑋−®𝑎)

𝑇𝐾−1 ( ®𝑋−®𝑎)

Свойства

1. Матрица 𝐾 = 𝐷 ®𝜉 =
(
cov(𝜉𝑖, 𝜉 𝑗 )

)
- матрица ковариаций

2. При ®𝑎 = ®0 и 𝐾 = 𝐸 имеем вектор из независимых стандартных нормальных величин

При ®𝑎 = ®0 и 𝐾 = 𝐸: 𝑓®𝜉 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) =
1(√
2𝜋

)𝑛 𝑒− 1
2

(
𝑋1 . . . 𝑋𝑛

)
𝐸

(
𝑋1 . . . 𝑋𝑛

)𝑇
=

1(√
2𝜋

)𝑛 𝑒− 1
2 (𝑋

2
1+···+𝑋

2
𝑛 ) =

1
√

2𝜋
𝑒−

1
2𝑋

2
1 + · · · + 1

√
2𝜋
𝑒−

1
2𝑋

2
𝑛

Так как плотность распалась на произведение плотностей стандартного нормально-
го распределение, то все компоненты имеют стандартное нормальное распределение

Далее вектором из независимых стандартных нормальных величин для краткости будем
называть стандартным нормальным вектором

3. ⊐ ®𝑋 - стандартный нормальный вектор, 𝐵 - невырожденная матрица, тогда вектор
®𝑌 = 𝐵 ®𝑋 + ®𝑎 имеет многомерное нормальное распределение с параметрами ®𝑎 и 𝐾 = 𝐵𝐵𝑇

4. ⊐ ®𝑌 ∈ 𝑁 ( ®𝑎, 𝐾). Тогда вектор ®𝑋 = 𝐵−1( ®𝑌 − ®𝑎) - стандартный нормальный вектор, где 𝐵 =
√
𝐾

Следствие. Эквивалентное определение: Многомерное нормальное распределение - это то,
которое получается из стандартного нормального вектора при помощи невырожденного
преобразования и сдвиг

5. ⊐ ®𝑋 - стандартный нормальный вектор, 𝐶 - ортогональная матрица. Тогда ®𝑌 = 𝐶 ®𝑋 -
стандартный нормальный вектор

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Так как 𝐶 - ортогональная, то 𝐶𝑇 =𝐶−1. Тогда по третьему свойству 𝐾 =𝐶𝐶𝑇 = 𝐸, а
по второму свойству ®𝑌 - стандартный нормальный вектор

6. ⊐ случайный вектор 𝜉 ∈ 𝑁 ( ®𝑎, 𝐾). Тогда его координаты независимы тогда и только тогда,
когда они не коррелированы (то есть матрица ковариаций 𝐾 диагональная)
Следствие. Если плотность совместного распределения случайных величин 𝜉 и 𝜂 ненуле-
вая, то они независимы тогда и только тогда, когда их коэффициент корреляции равен
нулю

Многомерная центральная предельная теорема

Th. Среднее арифметическое независимых одинаково распределенных случайных век-
торов слабо сходится к многомерному нормальному распределению

Лемма Фишера

Пусть вектор ®𝑋 - стандартный нормальный вектор, 𝐶 - ортогональная матрица, ®𝑌 =𝐶 ®𝑋 .

Тогда ∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 случайная величина 𝑇 ( ®𝑋 ) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋 2
𝑖 −𝑌 2

1 −𝑌 2
2 − . . . 𝑌 2

𝑘
не зависит от

𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑘 и имеет распределение «хи-квадрат» со степенями свободы 𝑛 −𝑘

Так как 𝐶 - ортогональное преобразование, то ∥ ®𝑋 ∥ = ∥ ®𝑌 ∥, то есть
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋 2
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌 2
𝑖 =⇒

𝑇 ( ®𝑋 ) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋 2
𝑖 −𝑌 2

1 −𝑌 2
2 − . . . 𝑌 2

𝑘
= 𝑌 2

𝑘+1 + · · · +𝑌
2
𝑛

Согласно свойству 5 𝑌𝑖 ∈ 𝑁 (0, 1) и независимы, то по определению «хи-квадрат» 𝑇 ( ®𝑋 ) ∈
𝐻𝑛−𝑘 и не зависит от 𝑌1, . . . , 𝑌𝑘

Основная теорема

Эта теорема также известна как основное следствие леммы Фишера

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Th. Пусть (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) - выборка из нормального распределения 𝑁 (𝑎, 𝜎2), 𝑥 - выборочное
среднее, 𝑆2 - исправленная дисперсия.
Тогда справедливы следующие высказывания:

1.
√
𝑛
𝑥 −𝑎
𝜎

∈ 𝑁 (0, 1)

2.
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑎)2
𝜎2 ∈ 𝐻𝑛

3.
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑥)2
𝜎2 =

𝑛𝐷∗

𝜎2 =
(𝑛 − 1)𝑆2

𝜎2 ∈ 𝐻𝑛−1

4.
√
𝑛
𝑥 −𝑎
𝑆

∈𝑇𝑛−1

5. 𝑥 и 𝑆2 независимы

1. Так как 𝑋𝑖 ∈ 𝑁 (𝑎, 𝜎2), то
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 ∈ 𝑁 (𝑛𝑎, 𝑛𝜎2) =⇒ 𝑥 ∈ 𝑁
(
𝑎,
𝜎2

𝑛

)
=⇒ 𝑥 −𝑎 ∈ 𝑁

(
0,
𝜎2

𝑛

)
=⇒

√
𝑛

𝜎
(𝑥 −𝑎) ∈ 𝑁 (0, 1)

2. Так как 𝑋𝑖 ∈ 𝑁 (𝑎, 𝜎2), то
𝑋𝑖 −𝑎
𝜎

∈ 𝑁 (0, 1) и
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑎)2
𝜎2 ∈ 𝐻𝑛 по определению

3.
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑥)2
𝜎2 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(
𝑋𝑖 −𝑎
𝜎

− 𝑥 −𝑎
𝜎

)2

=
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑖 −𝑧)2, где 𝑧𝑖 =
𝑋𝑖 −𝑎
𝜎

∈ 𝑁 (0, 1), 𝑧 = 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖 =∑𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 −𝑛𝑎

𝜎
=
𝑥 −𝑎
𝜎

Поэтому можно считать, что изначально 𝑋𝑖 ∈ 𝑁 (0, 1)

𝑇 ( ®𝑋 ) =
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑥)2 = 𝑛𝐷∗ = 𝑛(𝑥2−𝑥2) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋 2
𝑖 −𝑛𝑥2

=
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋 2
𝑖 −𝑌 2

1 , где 𝑌1 =
√
𝑛𝑥 =

𝑋1√
𝑛
+

· · · + 𝑋𝑛√
𝑛

Строчка
(

1
√
𝑛
, . . . ,

1
√
𝑛

)
имеет длину 1, поэтому ее можно дополнить до ортогональ-

ной матрицы 𝐶, тогда 𝑌1 - первая компонента ®𝑌 =𝐶 ®𝑋 , и согласно лемме Фишера

𝑇 ( ®𝑋 ) =
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑋 )2 ∈ 𝐻𝑛−1

5. Согласно лемме Фишера 𝑇 ( ®𝑋 ) = (𝑛 − 1)𝑆2 не зависит от 𝑌1 =
√
𝑛𝑥 =⇒ 𝑆2 и 𝑥 -

независимы

4.
√
𝑛
𝑥 −𝑎
𝑆

=
√
𝑛
𝑥 −𝑎
𝜎

· 1√︃
𝑆2 (𝑛−1)
𝜎2 · 1

𝑛−1

=

√
𝑛 𝑥−𝑎

𝜎

𝜒2
𝑛−1
𝑛−1

Так как по пятому пункту числитель и знаменатель независимы, по определению
получаем распределение Стьюдента

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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