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• Рекуррентные соотношения (Recurrence relations)
Решить рекуррентное соотношение - найти закрытую формулу

Ex. Арифметическая прогрессия

𝑎𝑛 =

{
𝑎0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑛 = 0
𝑎𝑛−1 +𝑑, 𝑛 > 0

Решение: 𝑎𝑛 = 𝑎0 +𝑛𝑑 - анзац (Ansatz, догадка)
Проверка: 𝑎𝑛 = 𝑎0 +𝑛𝑑 = 𝑎𝑛−1 +𝑑 = 𝑎0 + (𝑛 − 1)𝑑 +𝑑 = 𝑎0 +𝑛𝑑 -

• Метод характеристического уравнения
Рекуррентное
соотношение

𝑎𝑛→𝑟𝑛

⇝ Характеристическое
уравнение

решение
⇝ Корни

магия
⇝ Решение ⇝ Проверка

Ex. 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 6𝑎𝑛−2
𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1 − 6𝑟𝑛−2 = 0
𝑟𝑛−2(𝑟2 − 𝑟 − 6) = 0
𝑟1,2 = −2, 3

Если 𝑟1 ≠ 𝑟2, то 𝑎𝑛 = 𝑎𝑟𝑛1 +𝑏𝑟
𝑛
2 - общее решение

Если 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟 , то 𝑎𝑛 = 𝑎𝑟𝑛 +𝑏𝑛𝑟𝑛

𝑎𝑛 = 𝑎(−2)𝑛 +𝑏 (3)𝑛

Пусть

{
𝑎0 = 1 = 𝑎 +𝑏
𝑎1 = 8 = −2𝑎 + 3𝑏

−5𝑎 = 5 =⇒
{
𝑎 = −1
𝑏 = 2

=⇒ 𝑎𝑛 = −(−2)𝑛 + 2 · 3𝑛

• Разделяй и властвуй (Divide-and-Conquer)
𝑇 (𝑛) = 2𝑇

(𝑛
2

)
P                Q

работа рекурсии

+ 𝜃 (𝑛)P         Q
работа разделения/слияния

• Основная теорема о рекуррентных соотношениях (Master Theorem) *тык*
𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇

(𝑛
𝑏

)
+ 𝑓 (𝑛)

Из этого, 𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 = log𝑏 𝑎

I случай: слияние < рекурсия
𝑓 (𝑛) ∈𝑂 (𝑛𝑐), где 𝑐 < 𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 =⇒𝑇 (𝑛) ∈ Θ(𝑛𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 )
𝑓 (𝑛) ∈𝑂 (𝑛𝑐) ⇐⇒ 𝑓 (𝑛) ∈ 𝑜 (𝑛𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 )

II случай: слияние ≈ рекурсия
𝑓 (𝑛) ∈ Θ(𝑛𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 log𝑘 𝑛) =⇒𝑇 (𝑛) ∈ Θ(𝑛𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 log𝑘+1 𝑛)
Здесь 𝑘 ≥ 0. В общем случае см. википедию

III случай: слияние > рекурсия
𝑓 (𝑛) ∈ Ω(𝑛𝑐), где 𝑐 > 𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 =⇒𝑇 (𝑛) ∈ Θ(𝑓 (𝑛))

• Метод Акра-Бацци (Akra-Bazzi method) *тык*

𝑇 (𝑛) = 𝑓 (𝑛) +
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑇 (𝑏𝑖𝑛 +ℎ𝑖 (𝑛)) =⇒ 𝑇 (𝑛) ∈ Θ

(
𝑛𝑝 ·

(
1+

∫ 𝑛

1

𝑓 (𝑥)
𝑥𝑝+1 𝑑𝑥

))
, где 𝑝 - решение для

1

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D1%81%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%82%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B0_%D0%BE_%D1%80%D0%B5%D0%BA%D1%83%D1%80%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%BD%D1%8B%D1%85_%D1%81%D0%BE%D0%BE%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%88%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D1%8F%D1%85
https://en.wikipedia.org/wiki/Akra%E2%80%93Bazzi_method
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𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏
𝑝

𝑖
= 1

𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑎𝑖 > 0
0 < 𝑏𝑖 < 1
ℎ1(𝑛) ∈𝑂 ( 𝑛

log2 𝑛
) - малые возмущения

Ex. 𝑇 (𝑛) =𝑇
(
⌊𝑛
2
⌋
)
+𝑇

(
⌈𝑛
2
⌉
)
+𝑛 - асимптотика сортировки слиянием

𝑇 (𝑛) =𝑇
(𝑛
2
+𝑂 (1)

)
+𝑇

(𝑛
2
−𝑂 (1)

)
+𝜃 (𝑛)

Здесь 𝑏𝑖 =
1
2
, ℎ = ±𝑂 (1) ∈𝑂

(
𝑛

log2 𝑛

)
Ex. 𝑇 (𝑛) =𝑇

(
3𝑛
4

)
+𝑇

(𝑛
4

)
+𝑛

𝑎1 = 1, 𝑏1 =
3
4
, 𝑎2 = 1, 𝑏2 =

1
4
, 𝑓 (𝑛) = 𝑛

(3
4
)𝑝 +

(
1
4

)𝑝
= 1

𝑝 = 1∫ 𝑛

1

𝑥

𝑥1+1𝑑𝑥 =

∫ 𝑛

1

𝑑𝑥

𝑥
= ln𝑥

���𝑛
1
= ln𝑛

𝑇 (𝑛) ∈ Θ(𝑛 · (1+ ln𝑛))
𝑇 (𝑛) ∈ Θ(𝑛 ln𝑛)

• Решить рекуррентное соотношение 𝑎𝑛 = 3𝑎𝑛−1 − 2𝑎𝑛−1, где 𝑎0 = 1, 𝑎1 = 3
Используем производящие функции:

𝐴(𝑥) = 1
1− 3𝑥 + 2𝑥2 =

1
(1−𝑥) (1− 2𝑥) =

−1
1−𝑥

+ 2
1− 2𝑥

→ 2𝑛+1 − 1

2


