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∮
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Формула Грина:
∬

𝐷

(
𝜕𝑃

𝜕𝑦
− 𝜕𝑄

𝜕𝑥

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
𝐷

(
1
2
−
(
1
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𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑆𝐷
Ф. Гр.
=

∮
𝐾+

(
−𝑦

2

)
𝑑𝑥 +

𝑥

2
𝑑𝑦∫
НЗП - Интеграл, не зависящий от пути интегрирования.

Def. 𝑃,𝑄 : 𝐷 ⊂ R2 → R, непрерывно дифференцируемы по 2-м переменным
⌣

𝐴𝐵 ⊂ 𝐷 ∀𝑀, 𝑁 ∈ 𝐷

Параметризация
⌣

𝐴𝐵 :

𝑥 = 𝜑 (𝑡)

𝑦 =𝜓 (𝑡)
- 𝜑,𝜓 - непр. дифф (кусочно)

𝐼 =

∫
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 называется интегралом НЗП, если ∀𝑀, 𝑁 ∈𝐷
∫
𝐴𝑀𝐵

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 =
∫
𝐴𝑁𝐵

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦

Nota. Обозначают
∫ 𝐵

𝐴

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 или
∫ (𝑥1,𝑦1)

(𝑥2,𝑦2)
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦

Th. Об интеграле НЗП
В условиях def

I.
∫
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 - инт. НЗП

II.
∮
𝐾

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 = 0 ∀𝐾 ⊂ 𝐷

III.
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
∀𝑀 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷

IV. ∃Φ(𝑥,𝑦) | 𝑑Φ = 𝑃 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥 +𝑄 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 в обл. 𝐷

Причем Φ(𝑥,𝑦) =
∫ (𝑥1,𝑦1)

(𝑥0,𝑦0)
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦, где (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐷

Тогда 𝐼 ⇐⇒ 𝐼 𝐼 ⇐⇒ 𝐼 𝐼 𝐼 ⇐⇒ 𝐼𝑉

□𝐼 ⇐⇒ 𝐼 𝐼

=⇒ По def
∫

НЗП ⇐⇒
∫
𝐴𝑀𝐵

=

∫
𝐴𝑁𝐵

Рассмотрим
∫
𝐴𝑀𝐵

−
∫
𝐴𝑁𝐵

=

∫
𝐴𝑀𝐵

+
∫
𝐵𝑁𝐴

=

∮
𝐾

= 0∀𝐾 ⊂ 𝐷

⇐= Достаточно разбить
∮
𝐾+

=

∫
𝐴𝑀𝐵

+
∫
𝐵𝑁𝐴

= 0

Поскольку
∫
𝐴𝑀𝐵

+
∫
𝐵𝑁𝐴

= 0, то
∫
𝐴𝑀𝐵

−
∫
𝐴𝑁𝐵

= 0

II ⇐⇒ III
=⇒

∮
𝐾

= 0
?

=⇒ 𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
∀𝑀 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷

От противного ∃𝑀0(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 | 𝜕𝑃
𝜕𝑦

���
𝑀0

≠
𝜕𝑄

𝜕𝑥

���
𝑀0

⇐⇒
(
𝜕𝑃

𝜕𝑦
− 𝜕𝑄

𝜕𝑥

) ���
𝑀0

≠ 0
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Для определенности ⊐
(
𝜕𝑃

𝜕𝑦
− 𝜕𝑄

𝜕𝑥

) ���
𝑀0

> 0

Тогда ∃𝛿 > 0 |
(
𝜕𝑃

𝜕𝑦
− 𝜕𝑄

𝜕𝑥

) ���
𝑀0

> 𝛿 > 0

Выберем малую окрестность в точке 𝑀0 (𝑈 (𝑀0)) и обозначим ее контур Γ

Так как 𝑃 и 𝑄 непр. дифф., ( 𝜕𝑃
𝜕𝑦

− 𝜕𝑄

𝜕𝑥
)
���
𝑀0

> 0 в 𝑈 (𝑀0)

Формула Грина:
∬
𝑈 (𝑀0)

(
𝜕𝑃

𝜕𝑦
− 𝜕𝑄

𝜕𝑥

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 >

∬
𝑈 (𝑀0)

𝛿𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝛿𝑆𝑈 (𝑀0) > 0

С другой стороны
∬
𝑈 (𝑀0)

(
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∮
Γ+
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 = 0

Таким образом, возникаем противоречие

⇐=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑦
∀𝑀 ∈ 𝐷

Тогда ∀𝐷′ ⊂ 𝐷
∬

𝐷 ′

(
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 =

∮
Γ𝐷′
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦∀Γ𝐷 ′ ⊂ 𝐷

III ⇐⇒ 𝐼𝑉

=⇒ 𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=⇒∃Φ(𝑥,𝑦)

Так как доказано 𝐼 ⇐⇒ 𝐼 𝐼 𝐼 , то докажем 𝐼 =⇒ 𝐼𝑉∫
𝐴𝑀

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 =
∫ 𝑀 (𝑥,𝑦)

𝐴(𝑥0,𝑦0)
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 - НЗП ∀𝐴,𝑀 ∈ 𝐷

Обозн.
∫ 𝑀 (𝑥,𝑦)

𝐴(𝑥0,𝑦0)
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 −Φ(𝑥,𝑦)

Докажем, что 𝑑Φ = 𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦
Так как 𝑑Φ(𝑥,𝑦) = 𝜕Φ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 − 𝜕Φ

𝜕𝑦
𝑑𝑦, то нужно доказать

𝜕Φ

𝜕𝑥
= 𝑃 (𝑥,𝑦), 𝜕Φ

𝜕𝑦
=𝑄 (𝑥,𝑦)

𝜕Φ

𝜕𝑥
= lim

Δ𝑥→0

Δ𝑥Φ

Δ𝑥
= [задали приращение вдоль 𝑀𝑀1] = lim

Δ𝑥→0

Φ(𝑥 +Δ𝑥,𝑦) −Φ(𝑥,𝑦)
Δ𝑥

=

lim
Δ𝑥→0

∫ 𝑀1
𝐴

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 −
∫ 𝑀

𝐴
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0

∫ 𝑀

𝐴
+
∫ 𝑀1
𝑀

−
∫ 𝑀

𝐴

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0

∫ 𝑀1
𝑀

Δ𝑥
НЗП
= lim

Δ𝑥→0

∫ (𝑥+Δ𝑥,𝑦)
(𝑥,𝑦) 𝑃𝑑𝑥

Δ𝑥
=

[по th Лагранжа ∃𝜉 ∈ [𝑥 ;𝑥 +Δ𝑥]] = lim
Δ𝑥→0

𝑃 (𝜉,𝑦)Δ𝑥
Δ𝑥

= lim
Δ𝑥→0

𝑃 (𝜉,𝑦) = 𝑃 (𝑥,𝑦)

Аналогично
𝜕Φ

𝜕𝑦
=𝑄 (𝑥,𝑦)

⇐= 𝑑Φ = 𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 ?
=⇒ 𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑦

Известно 𝑃 =
𝜕Φ

𝜕𝑥
,𝑄 =

𝜕Φ

𝜕𝑦

Тогда
𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕2Φ

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕2Φ

𝜕𝑦𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑦
□

Nota. Φ - первообразная для 𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦:

Th. Ньютона-Лейбница
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Выполнены условия th об интеграле НЗП

Тогда
∫ 𝐵

𝐴

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 = Φ(𝐵) −Φ(𝐴)
□∫ 𝐵

𝐴

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 ∃Φ|𝑑Φ=𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦
=

∫ 𝐵

𝐴

𝑑Φ(𝑥,𝑦) параметр.𝐴𝐵
=

∫ 𝛽

𝛼

𝑑Φ(𝑡) = Φ(𝑡)
���𝛽
𝛼
= Φ(𝛽) −Φ(𝛼) = Φ(𝐵) −Φ(𝐴)

□

Применение

Ex.
∫
𝐴𝐵

(
4− 𝑦

2

𝑥2

)
𝑑𝑥 + 2𝑦

𝑥
𝑑𝑦

Проверим НЗП:
𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑦
:
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −2𝑦

𝑥2 ,
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 2𝑦
𝑥2 ⇐⇒ ÍÇÏ

Найдем первообразную Φ(𝑥,𝑦) на все случаи жизни:

Φ(𝑥,𝑦) =
∫ 𝑀 (𝑥,𝑦)

𝑀0 (𝑥0,𝑦0)
𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦

Выберем путь (самый удобный)

Φ(𝑥,𝑦) =
∫ 𝑁

𝑀0

+
∫ 𝑀

𝑁∫ 𝑁

𝑀0

𝑦=0,𝑥0=1,𝑑𝑦=0
=

∫ (𝑥,0)

(1,0)
4𝑑𝑥 = 4𝑥

���(𝑥,0)
(1,0)

= 4𝑥 − 4∫ 𝑀

𝑁

𝑑𝑥=0
=

∫ (𝑥,𝑦)

(𝑥,0)

2𝑦
𝑥
𝑑𝑦 =

𝑦2

𝑥

���(𝑥,𝑦)
(𝑥,0)

=
𝑦2

𝑥

Φ(𝑥,𝑦) = 4𝑥 − 4+ 𝑦
2

𝑥
+𝐶 = 4𝑥 + 𝑦

2

𝑥
+𝐶

Проверим:
𝜕Φ

𝜕𝑥
= 4− 𝑦

2

𝑥2 = 𝑃 ,
𝜕Φ

𝜕𝑦
=

2𝑦
𝑥

=𝑄

Теперь можем искать
∫
𝐴𝐵

∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷 по N-L

⊐𝐴(1, 1), 𝐵(2, 2)∫
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 = Φ
���𝐵
𝐴
=
𝑦2

𝑥
+ 4𝑥

���(2,2)
(1,1)

=
4
2
+ 8− 1− 4 = 5

Nota. Функция Φ ищется в тех случаях, когда
∫ 𝐵

𝐴

𝑃𝑑𝑥 +𝑄𝑑𝑦 =

∫ 𝐵

𝐴

(𝑃,𝑄) (𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝐴 - работа
силы, которая не зависит от пути
(Ex. работа силы тяжести не зависит от пути, а силы трения - зависит)

Ex. ⊐
−→
𝐹 = (𝑃,𝑄) = (0,−𝑚𝑔)

Φ(𝑥,𝑦) =
∫ 𝑀

𝑂

0𝑑𝑥 −𝑚𝑔𝑑𝑦 = −
∫ 𝑦

0
𝑚𝑔𝑑𝑦 = −𝑚𝑔𝑦 - потенциал гравитационного поля (или силы

тяжести)
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