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5.4. Замена переменной в двойном и тройном интегралах

Проблема. 𝑆 =

∬
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦

Если 𝑆𝐷 ′ =

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜑

∫ 𝑅

0
𝑑𝜌 =

∬
𝐷 ′
𝑑𝜌𝑑𝜑 - то это не площадь круга, а площадь прямоугольника 𝑆

в распрямленных координатах
Введем Δ𝑠𝑖 - площадь кольцевого сектора в полярных координатах, а Δ𝑠′𝑖 - площадь прямо-
угольника, причем Δ𝑠𝑖 ≠ Δ𝑠′𝑖

Nota. Будем искать поправочный коэффициент так, чтобы Δ𝑠𝑖 ≈ коэфф. ·Δ𝑠′𝑖
Дроблению будем подвергать область 𝐷′ в распрямленной системе координат

Введем новые криволинейные координаты:

𝑥 = 𝜑 (𝑢, 𝑣)

𝑦 =𝜓 (𝑢, 𝑣)
, где функции 𝜑 (𝑢, 𝑣),𝜓 (𝑢, 𝑣) непре-

рывно дифференцируемы по обоим аргументам
Исходно область 𝐷 в 𝑂𝑥𝑦

картинка
Заменим криволинейный параллелограмм на обычный, стянув вершины хордами (погрешность
в площади - малая более высокого порядка, чем площадь)
𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴) = (𝜑 (𝑢, 𝑣),𝜓 (𝑢, 𝑣))
𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵) = (𝜑 (𝑢, 𝑣 +Δ𝑣),𝜓 (𝑢, 𝑣 +Δ𝑣))
𝐶 (𝑥𝐶, 𝑦𝐶) = (𝜑 (𝑢 +Δ𝑢, 𝑣 +Δ𝑣),𝜓 (𝑢 +Δ𝑢, 𝑣 +Δ𝑣))
𝐷 (𝑥𝐷 , 𝑦𝐷) = (𝜑 (𝑢 +Δ𝑢, 𝑣),𝜓 (𝑢 +Δ𝑢, 𝑣))

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = |−→𝐴𝐵−−→𝐴𝐷 | =

�������
�������

−→
𝑖

−→
𝑗

−→
𝑘

𝑥𝐵 −𝑥𝐴 𝑦𝐵 −𝑦𝐴 0
𝑥𝐷 −𝑥𝐴 𝑦𝐷 −𝑦𝐴 0

�������
������� =

�����−→𝑘
�����𝑥𝐵 −𝑥𝐴 𝑦𝐵 −𝑦𝐴
𝑥𝐷 −𝑥𝐴 𝑦𝐷 −𝑦𝐴

�����
�����

𝑥𝐵 −𝑥𝐴 = 𝜑 (𝑢, 𝑣 +Δ𝑣) −𝜑 (𝑢, 𝑣) = Δ𝑣𝜑 ≈ 𝜕𝜑

𝜕𝑣
Δ𝑣

𝑦𝐵 −𝑦𝐴 =𝜓 (𝑢, 𝑣 +Δ𝑣) −𝜓 (𝑢, 𝑣) = Δ𝑣𝜓 ≈ 𝜕𝜓

𝜕𝑣
Δ𝑣

𝑥𝐷 −𝑥𝐴 = 𝜑 (𝑢 +Δ𝑢, 𝑣) −𝜑 (𝑢, 𝑣) = Δ𝑢𝜑 ≈ 𝜕𝜑

𝜕𝑢
Δ𝑢

𝑦𝐷 −𝑦𝐴 =𝜓 (𝑢 +Δ𝑢, 𝑣) −𝜓 (𝑢, 𝑣) = Δ𝑢𝜓 ≈ 𝜕𝜓

𝜕𝑢
Δ𝑢�����−→𝑘

�����𝑥𝐵 −𝑥𝐴 𝑦𝐵 −𝑦𝐴
𝑥𝐷 −𝑥𝐴 𝑦𝐷 −𝑦𝐴

�����
����� =

�����
����� 𝜕𝜑𝜕𝑣 Δ𝑣 𝜕𝜓

𝜕𝑣
Δ𝑣

𝜕𝜑

𝜕𝑢
Δ𝑢

𝜕𝜓

𝜕𝑢
Δ𝑢

�����
����� =

�����
����� 𝜕𝜑𝜕𝑢 𝜕𝜑

𝜕𝑢
𝜕𝜓

𝜕𝑣

𝜕𝜓

𝜕𝑢

�����
����� Δ𝑠′N            O
Δ𝑣Δ𝑢

| det |=|𝐽 |
=⇒ Δ𝑠 ≈ |𝐽 |Δ𝑠′

Nota. В пределе это точное равенство:

|𝐽 | = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑠

Δ𝑠′

(легко понять, если считать частные приращения по теореме Лагранжа Δ𝑢𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑢
(𝜉, 𝜂)Δ𝑢 →
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𝜕𝜑

𝜕𝑢
(𝑢, 𝑣)Δ𝑢)

Def. Определитель 𝐽 =

��������
𝜕𝑥1
𝜕𝜉1

. . .
𝜕𝑥1
𝜕𝜉𝑛

...
. . .

...
𝜕𝑥𝑛
𝜕𝜉1

. . .
𝜕𝑥𝑛
𝜕𝜉𝑛

��������, где


𝑥1 = 𝑓1(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)

. . .

𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)

- преобразование координат
𝑂𝑥𝑖 →𝑂𝜉𝑖 (𝑓𝑘 ∈𝐶1

𝐷)

называется определителем Якоби или якобиан

Построение интеграла.
1. Дробление 𝐷′ в распрямленной 𝑂𝑢𝑣

2. Выбор средней точки, поиск значения 𝑓 (𝜉𝑖, 𝜂𝑖)
Значение величины на элементе 𝑓 (𝜉𝑖, 𝜂𝑖) |𝐽 |𝑑𝑢𝑑𝑣

3. Интегральная сумма 𝜎𝑛 =
∑︁

𝑓 (𝜉𝑖, 𝜂𝑖) |𝐽 |𝑑𝑢𝑑𝑣

4. В пределе интеграл
∬

𝐷

𝑓 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
𝐷 ′

𝑓 (𝑢, 𝑣) |𝐽 |𝑑𝑢𝑑𝑣

Якобианы в ПСК, ЦСК, СфСК

1. ПСК:

𝑥 = 𝜌 cos𝜑

𝑦 = 𝜌 sin𝜑

𝜕𝑥
𝜕𝜌

= cos𝜑 𝜕𝑥
𝜕𝜑

= −𝜌 sin𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝜌
= sin𝜑 𝜕𝑦

𝜕𝜑
= 𝜌 cos𝜑

𝐽 =

�����cos𝜑 −𝜌 sin𝜑
sin𝜑 𝜌 cos𝜑

����� = 𝜌

�����cos𝜑 − sin𝜑
sin𝜑 cos𝜑

����� = 𝜌

2. ЦСК:


𝑥 = 𝜌 cos𝜑

𝑦 = 𝜌 sin𝜑

𝑧 = 𝑧

𝐽 =

�������
cos𝜑 −𝜌 sin𝜑 0
sin𝜑 𝜌 cos𝜑 0

0 0 1

������� = 𝜌

3. СфСК - Lab.

Ex. 𝑇 :
𝑥2 +𝑦2 = 𝑧2

𝑥2 +𝑦2 = 𝑧

Конус в ЦСК: 𝜌 = 𝑧, 𝑧 > 0 Параболоид в ЦСК: 𝜌 =
√
𝑧, 𝑧 > 0

𝑉𝑇 =

∭
𝑇

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∭
𝑇 ′
𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝑧 =

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜑

∫ 1

0
𝑑𝜌

∫ 𝑧2=𝜌

𝑧1=𝜌2
𝜌𝑑𝑧 = 2𝜋

∫ 1

0
𝜌𝑧

���𝑧2=𝜌
𝑧1=𝜌2

𝑑𝜌 = 2𝜋
∫ 1

0
(𝜌2 −

𝜌3)𝑑𝜌 = 2𝜋
(
𝜌3

3
− 𝜌4

4

) ���1
0
= 2𝜋

(
1
3
− 1

4

)
=
𝜋

6

Lab. 𝑇 :
𝑥2 +𝑦2 + 𝑧2 = 1√︁

𝑥2 +𝑦2 = 𝑧
- мороженка, считать в СфСК

5.5. Криволинейные интегралы

I рода. Область интегрирования - кривая 𝑙 =
⌣

𝐴𝐵 (дуга) (начнем с плоской дуги)
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На 𝑙 действует скалярная функция 𝑓 (𝑥,𝑦) (физ. смысл - плотность, то есть имеем неоднородный
кривой стержень)
Задача в нахождении «суммарной» величины 𝑓 (𝑥,𝑦), то есть интеграла: «складываем» эле-
менты 𝑓ср(𝑥,𝑦)𝑑𝑙
Обозн. Получаем

∫
𝑙

𝑓 (𝑥,𝑦)𝑑𝑙 =
∫
𝐴𝐵

𝑓 (𝑥,𝑦)𝑑𝑙
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