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1.4. Приложения определенного интеграла

1.4.1. Площади

1* Mem. Значение интеграла - площадь фигуры под графиком

Геом. смысл. 𝑆 =

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 𝑆′ = −
∫ 𝑐

𝑏

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

2*

Площадь фигуры, окруженной графиками функций 𝑆 =

∫ 𝑏

𝑎

|𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥) |𝑑𝑥 , 𝑎, 𝑏 - абсциссы
точек пересечения

Nota. Симметрия

Если 𝑓 (𝑥) - четная функция, то
∫ 𝑎

−𝑎
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 2

∫ 𝑎

0
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Если 𝑓 (𝑥) - нечетная функция, то
∫ 𝑎

−𝑎
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 0

1
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1.4.2. Площадь в ПСК

В ДПСК мы производили дробление фигуры на элементарные прямоугольники. Сделаем
подобное в ПСК для 𝜌 (𝜑):
1) Дробление [𝛼 ; 𝛽] на угловые сектора [𝜑𝑖−1;𝜑𝑖]
Δ𝜑𝑖 - угол сектора

2) Выбор средней точки 𝜓𝑖 ∈ [𝜑𝑖−1;𝜑𝑖], площадь сектора 𝑆𝑖 =
1
2
Δ𝜑𝑖𝜌

2(𝜓𝑖)

3) Интегральная сумма 𝜎𝑛 =
1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜌2(𝜑𝑖)Δ𝜑𝑖

4) Предел lim
𝑛→∞

1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜌2(𝜑𝑖)Δ𝜑𝑖 =
1
2

∫ 𝛽

𝛼

𝜌2(𝜑)𝑑𝜑

Ex. Кардиоида:
𝜌 = 1+ cos𝜑

𝑆 =
1
2

∫ 𝜋

−𝜋
𝜌2(𝜑)Δ𝜑 =

∫ 𝜋

0
𝜌2(𝜑)Δ𝜑 =

∫ 𝜋

0
(1 + cos𝜑)2Δ𝜑 =

∫ 𝜋

0
(1 + 2 cos𝜑 + cos2 𝜑)Δ𝜑 = 𝜑

���𝜋
0
+∫ 𝜋

0

1+ cos 2𝜑
2

Δ𝜑 = 𝜋 + 1
2
𝜋 =

3
2
𝜋

Nota. Если фигура задана параметрическими уравнениями:
𝑥 = 𝑥 (𝑡)

𝑦 = 𝑦 (𝑡)
𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽

То площадь будет равна 𝑆 =

∫ 𝑏

𝑎

𝑦 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫ 𝛽

𝛼

𝑦 (𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡

1.4.3. Длина кривой дуги

Пусть дуга 𝐴𝐵 задана уравнением 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 𝑥 ∈ [𝑎;𝑏]
1. Производим дробление дуги на элементарные дуги точками 𝐴 =𝑀0 <𝑀1 < · · · < 𝐵 =𝑀𝑛

Здесь порядок 𝑀𝑖 таков, что их абсциссы 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑛 = 𝑏 Δ𝑥𝑖 > 0
2. Стягиваем сумму элементарными хордами. Сумма длин этих хорд при уменьшении их

длин будет приближать длину этой дуги

Δ𝑠𝑖 =
√︃
Δ𝑦2

𝑖
+Δ𝑥2

𝑖

По Th. Лагранжа существует такая точка 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1;𝑥𝑖], что значение производной в этой

точке равно наклону отрезка: 𝑓 ′(𝜉𝑖) =
𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑓 (𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖 −𝑥𝑖−1

3. Интегральная сумма 𝜎𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

Δ𝑠𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖=1

√︁
1+ (𝑦′(𝜉𝑖))2Δ𝑥𝑖

4. Предельный переход lim
𝑛→∞
𝜏→0

𝜎𝑛 =

∫ 𝑏

𝑎

√︁
1+ (𝑦′(𝑥))2𝑑𝑥 = 𝑙дуги
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Nota. Очевидно потребовалась гладкость дуги, то есть спрямляемость. Только при этом
условии Δ𝑙𝑖 ≈ Δ𝑠𝑖 , и работает Th. Лагранжа
Параметрическое задание:
𝑥 = 𝜑 (𝑡)

𝑦 =𝜓 (𝑡)
𝑡 ∈ [𝛼 ; 𝛽]

Δ𝑠𝑖 =
√︁
(Δ𝑥𝑖)2 + (Δ𝑦𝑖)2 =

√︁
(𝜑′(𝜃𝑖)Δ𝑡)2 + (𝜓 ′(𝜃𝑖)Δ𝑡)2 = |Δ𝑡 |

√︁
(𝜑′(𝜃𝑖))2 + (𝜓 ′(𝜃𝑖))2

𝑙 =

∫ 𝛽

𝛼

√︁
(𝜑′(𝑡))2 + (𝜓 ′(𝑡))2 |𝑑𝑡 |

Ex. Длина эллипса

𝐿 = 4𝑙 = 4
∫ 𝜋

2

0

√︁
𝑎2 sin2 𝑡 +𝑏2 cos2 𝑡𝑑𝑡 = 4

∫ 𝜋
2

0

√︃
(𝑎2 −𝑏2) sin2 𝑡 +𝑏2𝑑𝑡 = 4

∫ 𝜋
2

0

√︁
𝑐2 sin2 𝑡 +𝑏2𝑑𝑡 =

4
𝑏

𝑐

∫ 𝜋
2

0

√︁
1+𝑘2 sin2 𝑡𝑑𝑡 - эллиптический интеграл

1.4.4. Объемы тел

1* Объемы тел с известными площадями сечений
Для тела известна площадь сечения перпендикулярной 𝑂𝑥 плоскости 𝑆 (𝑥)

Аналогично обычному дроблению lim
𝑛→∞
𝜏→0

𝜈𝑛 =

∫ 𝑏

𝑎

𝑆 (𝑥)𝑑𝑥 =𝑉тела

Ex. Тело отсечено от I октанта плоскостью
𝑥

𝑎
+ 𝑦

𝑎
+ 𝑧

𝑎
= 1

𝑆 (𝑥) = 𝑆𝐷𝐵𝐶 =
(𝑎 −𝑥)2

2

Тогда 𝑉 =

∫ 𝑎

0

1
2
(𝑎 −𝑥)2𝑑𝑥 =

1
2

∫ 𝑎

0
(𝑥 −𝑎)2𝑑𝑥 =

1
2

∫ 𝑎

0
(𝑥 −𝑎)2𝑑 (𝑥 −𝑎) = 1

6
(𝑥 −𝑎)3

���𝑎
0
=
𝑎3

6

Nota. Объем тела вращения
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Пусть дана функция 𝑟 (𝑥), задающая радиус тела вращения на уровне 𝑥 , тогда объем тела

вращения будет равен
∫ 𝑏

𝑎

𝜋𝑟2(𝑥)𝑑𝑥
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