
Дополнительные главы
высшей математики 04.04.2025 Лекции Далевской О. П.

Свойства комплексного интеграла:

1◦ Линейность
2◦ Аддитивность

3◦ Смена знака:
∫
𝐾+

= −
∫
𝐾−

4◦ Оценка, модуль:
����∫
𝐾

���� ≤ ∫
𝐾

|𝑓 (𝑧) |𝑑𝑧

5◦
∫
𝐾

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 𝑧=𝑔(𝑤)
=

∫
𝐶

𝑓 (𝑔(𝑤))𝑔′(𝑤)𝑑𝑤 = [В частности переход к параметру 𝑡] =
∫
𝐶 (𝑡)

𝑓 (𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡

Ex. 𝐼 =
∫
𝐾 :|𝑧−𝑧0 |=𝜌

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑧0
𝑧−𝑧0=𝜌𝑒𝑖𝜑

=

∫
𝐾

𝑑𝜌𝑒𝑖𝜑

𝜌𝑒𝑖𝜑
=

∫
𝐾

𝑖𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑

𝑒𝑖𝜑
= 𝑖

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜑 = 2𝜋𝑖

Интеграл 𝐼 не зависит от радиуса и центра окружности (то есть контура интегрирования), то

есть интеграл функции
1

𝑧 − 𝑧0
будет равен 2𝜋𝑖 для любой окружности в качестве контура

3.2. Теорема Коши

Th. 1. 𝑓 (𝑧) аналитическая и однозначная в односвязной области 𝐷

Если 𝑓 (𝑧) непрерывна на Γ𝐷 , то
∮
Γ𝐷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 0

Запишем интеграл по контуру 𝐾 ⊂ 𝐷 (𝐾 - кусочно гладкая):∫
𝐾

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 =
∫
𝐾

𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖
∫
𝐾

𝑢𝑑𝑦 + 𝑣𝑑𝑥 = 𝐼1 + 𝐼2𝑖

𝐼1 =

∫
𝐾

𝑃 (𝑥,𝑦)︸ ︷︷ ︸𝑢 (𝑥,𝑦)︸ ︷︷ ︸𝑑𝑥 − 𝑄 (𝑥,𝑦)︸  ︷︷  ︸ 𝑣 (𝑥,𝑦)︸ ︷︷ ︸𝑑𝑦 =


𝑓 (𝑧) - аналитическая =⇒
𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 существуют

и непрерывны

 =∬
𝐺

(
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)
𝑑𝑥𝑑𝑦

Формула Грина

=

∬
𝐺

(
− 𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
𝐺

(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Аналогично 𝐼2 =
∫
𝑘

𝑢𝑑𝑦 + 𝑣𝑑𝑥 =

∬
𝐺

(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑣

𝜕𝑦

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
𝐺

(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑥

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

Таким образом,
∮
𝐾⊂𝐷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 0 - формула Коши

Так как 𝑓 (𝑧) непрерывна на Γ𝐷 , то можно взять 𝐾 = Γ𝐷

Nota. Получим, что интеграл по любому замкнутому Γ𝐷 контуру в области аналитичности
равен нулю

То есть
∫
𝐴𝐵

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 в условиях Th. 1. не зависит от пути, и его можно решать как
∫
𝐴𝐵

=

∫ 𝐵

𝐴

Nota. Обобщим Th. 1. на многосвязную область. Выколотые области тоже имеют границы,
которые включены в границу всей области

Th. 2. Дана многосвязная область 𝐷, 𝑓 (𝑧) - аналитична в 𝐷 и непрерывна на Γ𝐷

Граница Γ𝐷 = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ𝑛, где положительным обходом области считается тот,
при котором область обхода слева

Тогда
∫
Γ+
𝐷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 0 или
∫
Γ0 ↷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 =
𝑛∑︁
𝑖=1

∫
Γ𝑖 ↷
𝑓 (𝑧)𝑑𝑧

Сделаем разрезы как на картинке. Разрезы превратили область 𝐷 в односвязную с

границей Γ′ = Γ0 ∪ (𝛾+1 ∪𝛾−1 ∪ Γ1) ∪ · · · = Γ0 ∪
𝑛⋃
𝑖=1

(𝛾+𝑖 ∪𝛾−𝑖 ∪ Γ𝑖)

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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По Th. 1.
∫
Γ′
𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 0 ⇐⇒

∫
Γ𝐷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 +
∫
𝛾+1

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 +
∫
𝛾−1

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 +
∫
Γ1

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 + · · · = 0

Но
∫
𝛾+1

= −
∫
𝛾−1

, поэтому
∫
Γ+
𝐷

=
∑︁∫

Γ−
𝑖

или
∫
Γ0 ↷

=
∑︁∫

Γ𝑖 ↷

Ex.
∫
|𝑧 |=2

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧

По Th. 2.
∫
Γ0 ↷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 +
∫
Γ1 ↶

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 +
∫
Γ2 ↶

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 0

Тогда
∫
|𝑧 |=2 ↷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 =

∫
|𝑧−1|=𝜌1 ↷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 +
∫
|𝑧+1|=𝜌2 ↷

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧, где 𝜌1, 𝜌2 -

радиусы бесконечно малой длины

3.3. Неопределенный интеграл

Mem. По теореме Барроу Φ(𝑥) =
∫ 𝑥

𝑥0

𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 - интеграл с переменным
верхним пределом
Тогда Φ(𝑥) - дифференцируема, и Φ′(𝑥) = 𝑓 (𝑥), то есть Φ(𝑥) - перво-
образная 𝑓 (𝑥)

Th. 𝑓 (𝑧) непрерывна в односвязной области 𝐷 и ∀Γ ⊂ 𝐷
∫
Γ
𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 0

Тогда при фиксированном 𝑧0 ∈ 𝐷 Φ(𝑧) =
∫ 𝑧

𝑧0

𝑓 (𝜁 )𝑑𝜁 аналитична в 𝐷 и Φ′(𝑧) = 𝑓 (𝑧)

Если ∀Γ
∫
Γ
𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 0, то Φ(𝑧) =

∫ 𝑧

𝑧0

𝐹 (𝜁 )𝑑𝜁 - интеграл, не зависящий от пути, а только
от 𝑧0 и 𝑧

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Рассмотрим
Φ(𝑧 +Δ𝑧) −Φ(𝑧)

Δ𝑧
=

1
Δ𝑧

(∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧0

𝑓 (𝜁 )𝑑𝜁 −
∫ 𝑧

𝑧0

𝑓 (𝜁 )𝑑𝜁
)

=
1
Δ𝑧

∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

𝑓 (𝜁 )𝑑𝜁 =

1
Δ𝑧

∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

(𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧) + 𝑓 (𝑧))𝑑𝜁 =
1
Δ𝑧

∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

𝑓 (𝑧)𝑑𝜁 + 1
Δ𝑧

∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

(𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧))𝑑𝜁 =

Δ𝑧𝑓 (𝑧)��
𝜁

���𝑧+Δ𝑧
𝑧

+ 1
Δ𝑧

∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

(𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧))𝑑𝜁����∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

(𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧))𝑑𝜁
���� ≤ ∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

|𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧) |𝑑𝜁 ≤ max
[𝑧,𝑧+Δ𝑧]

|𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧) |Δ𝑧
Так как 𝑓 (𝑧) непрерывна в 𝐷 и 𝑧, 𝜁 ∈ 𝐷, то lim

𝜁→𝑧
𝑓 (𝜁 ) = 𝑓 (𝑧) ⇐⇒∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 | 0 < |𝜁 −𝑧 | <

𝛿 |𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧) | < 𝜀
Тогда ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 | 0 < |𝜁 − 𝑧 | < 𝛿 max |𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧) | < 𝜀

То есть
����∫ 𝑧+Δ𝑧

𝑧

(𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧))𝑑𝜁
���� ≤ 𝜀Δ𝑧

Или
Φ(𝑧 +Δ𝑧) −Φ(𝑧)

Δ𝑧
≤ 𝑓 (𝑧) + 𝜀, то есть

����ΔΦΔ𝑧 − 𝑓 (𝑧)
���� < 𝜀, или lim

Δ𝑧→0

Φ(𝑧 +Δ𝑧) −Φ(𝑧)
Δ𝑧

= Φ′(𝑧) =
𝑓 (𝑧)

Def. Φ(𝑧) =
∫ 𝑧

𝑧0

𝑓 (𝜁 )𝑑𝜁 называют первообразной для 𝑓 (𝑧)

Следствие - формула Ньютона-Лейбница:
∫ 𝑧2

𝑧1

𝑓 (𝜁 )𝑑𝜁 = Φ(𝑧2) −Φ(𝑧1)

3.4. Интеграл Коши

Nota. Установим связь между щначениями 𝑓 (𝑧) во внут-
ренних точках области и на ее границе
𝑓 (𝑧) аналитична в обносвязной области 𝐷, 𝑧0 ∈ 𝐷.
Окружаем 𝑧0 контуром Γ ∈ 𝐷 и меньшим контуром
𝛾 : |𝑧 − 𝑧0 | = 𝜌
В кольце между 𝛾 и Γ рассмотрим функцию 𝜑 (𝑧) =
𝑓 (𝑧)
𝑧 − 𝑧0

(в кольце 𝜑 (𝑧) аналитична)

По Th. 2. для 𝜑 (𝑧) в многосвязной области
∫
Γ ↷
𝜑 (𝜁 )𝑑𝜁 =

∫
𝛾 ↷
𝜑 (𝜁 )𝑑𝜁 - не зависит от пути

То есть выбор окружности в качестве 𝛾 не важен:∫
𝛾 ↷
𝜑 (𝜁 )𝑑𝜁 𝑧−𝑧0=𝜌𝑒𝑖𝜑

=

∫ 2𝜋

0

𝑓 (𝜁 )𝜌𝑖𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑
𝜌𝑒𝑖𝜑

= 𝑖

∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝜁 )𝑑𝜑 = 𝑖

∫ 2𝜋

0
(𝑓 (𝜁 ) − 𝑓 (𝑧0))𝑑𝜁︸                        ︷︷                        ︸

стягиваем 𝛾 в точку 𝑧0,
∫
→0

+ 𝑖
∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝑧0)𝑑𝜁 =

𝑖 𝑓 (𝑧0) · 2𝜋

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Тогда
∫
Γ

𝑓 (𝑧)
𝑧 − 𝑧0

𝑑𝑧 =

∫
𝛾

𝜑 (𝜁 )𝑑𝜁 = 2𝜋𝑖 𝑓 (𝑧0)

Nota. Доказали теорему: в области аналитичности ∀𝑧0 ∈ 𝐷
∫
Γ𝐷

𝑓 (𝑧)
𝑧 − 𝑧0

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑓 (𝑧0)

Ex.
∫
|𝑧 |=2 ↷

𝑓 (𝑧)
(𝑧 − 1) (𝑧 + 1)𝑑𝑧 =

∫
|𝑧−1|=𝜌1 ↷

𝑓 (𝑧)
𝑧+1
𝑧 − 1

𝑑𝑧 +
∫
|𝑧+1|=𝜌2 ↷

𝑓 (𝑧)
𝑧−1
𝑧 + 1

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖
(
𝑓 (1)
2

+ 𝑓 (−1)
−2

)

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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