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4◦ 𝑓 (𝑧) аналитична в 𝐷 (𝑓 : 𝐷 −→ 𝐷′), 𝑓 ′(𝑧) ≠ 0 ∀𝑧 ∈ 𝐷. Тогда ∃𝑔(𝑤) = 𝑓 ′(𝑧) (𝑔 : 𝐷′ −→ 𝐷) и

∀𝑧0 ∈ 𝐷 𝑓 ′𝑧 (𝑧0) =
1

𝑔′𝑤 (𝑤0)
, где 𝑤0 =𝑤 (𝑧)

𝑓 (𝑧) = 𝑢 (𝑥,𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥,𝑦)

Заметим, что 𝑓 ′(𝑧) ≠ 0 ⇐⇒
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����� = 𝐽 ≠ 0

Действительно, если якобиан равен 0, то
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Аналогично
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Значит,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 – противоречие

Если 𝐽 ≠ 0, то преобразование 𝑓 (𝑧) приводит (𝑥,𝑦) в (𝑢, 𝑣) взаимно однозначно. Тогда

∃! решение

𝑢 = 𝑢 (𝑥,𝑦)

𝑣 = 𝑣 (𝑥,𝑦)
, то есть взаимно однозначно определены


𝑥 = 𝑥 (𝑢, 𝑣)

𝑦 = 𝑦 (𝑢, 𝑣)
Обозначим 𝑔(𝑤) = 𝑥 (𝑢, 𝑣) + 𝑖𝑦 (𝑢, 𝑣)
Найдем 𝑓 ′𝑧 (𝑧0) =

1
𝑔′𝑤 (𝑤0)

. Рассмотрим отношение
Δ𝑧
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Δ𝑧→0
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Δ𝑤→0
Δ𝑧→0
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Δ𝑤
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=

1
limΔ𝑧→0

Δ𝑤
Δ𝑧

=
1

𝑓 ′𝑧 (𝑧0)
=⇒ lim

Δ𝑤→0

Δ𝑧

Δ𝑤
= 𝑔′𝑤 (𝑤0) =

1
𝑓 ′𝑧 (𝑧0)

или 𝑓 ′𝑧 (𝑧0) =
1

𝑔′𝑤 (𝑤0)

5◦ 𝑓 (𝑧) =𝑢 (𝑥,𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥,𝑦) аналитична в 𝐷. Тогда 𝑢 (𝑥,𝑦), 𝑣 (𝑥,𝑦) – гармонические функции в 𝐷

Функция считается гармонической, если Δ𝑢 = 0 (здесь Δ = ∇2 – лапласиан) ⇐⇒
𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 0
Lab.

6◦ Если 𝑓 (𝑧) = 𝑢 (𝑥,𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥,𝑦) аналитична в 𝐷 и известна 𝑢 (𝑥,𝑦) или 𝑣 (𝑥,𝑦), то 𝑓 (𝑧) опреде-
ляется однозначно с точностью до const

Пусть известна Re 𝑓 (𝑧) = 𝑢 (𝑥,𝑦). Нужно найти 𝑣 (𝑥,𝑦). По условию Коши-Римана∫
𝑢 (𝑥,𝑦),

∫
𝑣 (𝑥,𝑦) не зависят от пути (Lab. доказать, что

∫
𝐴𝐵

𝑑𝑣 не зависит от

пути)

𝑣 (𝑥,𝑦) =
∫ (𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)
𝑑𝑣 (𝑥,𝑦) =

∫ (𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)
𝑣𝑥𝑑𝑥 + 𝑣𝑦𝑑𝑦 =

∫ (𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)
(−𝑢𝑦)𝑑𝑥 +𝑢𝑥𝑑𝑦

Интеграл будет найден с точностью до const =𝐶 (𝑥0, 𝑦0)

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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2.5. Конформные отображения

Найдем геометрический смысл производной. Рассмотрим отображение 𝑤 = 𝑓 (𝑧) (𝑤 : 𝐷 −→𝐺) –
дифференцируема в точке 𝑧0 ∈ 𝐷 и 𝑓 ′(𝑧0) ≠ 0
Аргумент: В области 𝐷 рассмотрим гладкую кривую 𝛾 (𝑡) = 𝜑 (𝑡) + 𝑖𝜓 (𝑡). Образ 𝛾 (𝑡) – кривая
𝜎 (𝑡) в 𝐺
𝛾 (𝑡) в окрестности некоторой точки 𝑧0 гладкая, ∃ касательная с углом 𝜃 = arg𝛾 ′(𝑡)
𝜎 (𝑡) в окрестности 𝑤0 =𝑤 (𝑧0) гладкая, ∃ касательная с углом 𝜃 ′ = arg𝜎′(𝑡)
А 𝜎′(𝑡0) =𝑤 ′(𝑡0) == 𝑓 ′(𝑧0) ·𝛾 ′(𝑡0)︸︷︷︸

𝑧′ (𝑡0)
arg𝑤 ′(𝑡0) = arg 𝑓 ′(𝑧0) + arg𝛾 ′(𝑡0)
𝜃 ′ = arg 𝑓 ′(𝑧0) +𝜃
𝜃 ′−𝜃 = arg 𝑓 ′(𝑧0) – поворот кривой 𝛾 (𝑡) вокруг 𝑧0 на угол arg 𝑓 ′(𝑧0) при отображении 𝑤 = 𝑓 (𝑧)

Модуль: 𝑤 = 𝑓 (𝑧) – дифференцируема ⇐⇒ Δ𝑤 = 𝑓 ′(𝑧0)Δ𝑧 +𝑜 (Δ𝑧)

Рассмотрим lim
Δ𝑧→0

����Δ𝑤Δ𝑧 ���� = |𝑓 ′(𝑧0) | =⇒ |Δ𝑤 | = |𝑓 ′(𝑧0) | · |Δ𝑧 | +𝑜 ( |Δ𝑧 |)

Рассмотрим малый контур |Δ𝑧 | = |𝑧 − 𝑧0 | = 𝜌. Тогда |Δ𝑤 | = |𝑤 (𝑧) −𝑤 (𝑧0) | = |𝑓 ′(𝑧) |𝜌 +𝑜 (𝜌)
Таким образом 𝑤 (𝑧) растягивает круг |𝑧 − 𝑧0 | = 𝜌 в |𝑓 ′(𝑧0) | раз с точностью до малых высших
порядков

Итак, 𝑤 = 𝑓 (𝑧) в точке 𝑧0 поворачивает точку у окрестности на угол 𝛼 = arg 𝑓 ′(𝑧0) и растягивает
отрезки [𝑧0, 𝑧] в 𝑘 = |𝑓 ′(𝑧0) | раз

Def. Конформное отображение – отображение 𝑤 (𝑧), сохраняющее углы (между образами и
прообразами) и постоянство растяжений

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Th. Условия конформности:


дифференцируемость

однолистность

𝑓 ′(𝑧) ≠ 0 в 𝐷

⇐⇒ конформно

Ex. 𝑤 = 𝑎𝑧 +𝑏
Mem. Геометрический смысл линейного отображения: 𝑏 - перенос 𝑧 = 0 в точку 𝑧 = 𝑏; 𝑎 = |𝑎 |𝑒𝑖𝜑 ,
тогда |𝑎 | - коэффициент растяжения, 𝜑 - угол поворота
Заметим, 𝑤 ′ = (𝑎𝑧 +𝑏)′ = 𝑎, тогда 𝑘 = |𝑤 ′(𝑧0) | = |𝑎 |, 𝜑 = arg𝑤 ′(𝑧0) = arg 𝑎
Lab. Проверить, что 𝑤 = 𝑧2 не конформное отображение, найдя 𝑤 ′(𝑧0)

3. Интеграл по комплексной переменной

3.1. Определения

В C задана кусочно-гладкая кривая 𝐾 (с концами в точках 𝑀 и 𝑁 ) параметрическими
уравнениями:
𝑥 = 𝜑 (𝑡) 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽] ⊂ R

𝑦 =𝜓 (𝑡) 𝜑,𝜓 – R-функции
Тогда 𝑧 (𝑡) = 𝜑 (𝑡) + 𝑖𝜓 (𝑡) - задание 𝐾 в C. Введем отображение 𝑤 = 𝑓 (𝑧), действующее на 𝐾
Определим интегральные суммы:

1. дробление отрезка 𝑀𝑁 на частичные дуги: 𝑀 = 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛 = 𝑁

Тогда 𝛼 = 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛 = 𝛽

2. Выбор средных точек в отрезках кривой 𝜁𝑖 = (𝜉𝑖, 𝜂𝑖)

3. Сопоставим интегральную сумму 𝜎𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝜁𝑖)Δ𝑧𝑖

4. Интегралом от 𝑤 = 𝑓 (𝑧) по кривой 𝐾 называется lim
𝑛→∞

𝜏=maxΔ𝑧𝑖→0
=

∫
𝐾

𝑓 (𝑧)𝑑𝑧, если он суще-

ствует, конечен и не зависит от способа разбиения, выбора средних точек и т. д.

При этом интеграл можно представить как lim
𝑛→∞

𝜎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝜁𝑖)Δ𝑧𝑖 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝜉𝑖, 𝜂𝑖) (Δ𝑥𝑖 +

𝑖Δ𝑦𝑖) = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑢 (𝜉𝑖, 𝜂𝑖) + 𝑖𝑣 (𝜉𝑖, 𝜂𝑖)) (Δ𝑥𝑖 + 𝑖Δ𝑦𝑖) = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑖Δ𝑥𝑖 − 𝑣𝑖Δ𝑦𝑖) + 𝑖 lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑖Δ𝑦𝑖 + 𝑣𝑖Δ𝑥𝑖) =∫
𝐾

𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖
∫
𝐾

𝑢𝑑𝑦 + 𝑣𝑑𝑥

Nota. Мы свели C-интеграл к двум криволинейным R-интегралам, все свойства интегралов
сохраняются

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Ex.
∫
𝛾=[0;1+𝑖]

𝑧𝑑𝑧 =

∫
𝛾

(𝑥 − 𝑖𝑦) (𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦) =
∫
𝛾

𝑥𝑑𝑥 +𝑦𝑑𝑦 + 𝑖
∫
𝛾

𝑥𝑑𝑦 −𝑦𝑑𝑥 = 2
∫ 1

0
𝑥𝑑𝑥 = 1

исходники найдутся тут:
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