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2. Комплексная функция

2.1. Определение

Mem. 𝑓 : 𝐸 ⊂ R −→ 𝐷 ⊂ R
𝑑𝑒 𝑓
⇐⇒ отображение такое, что ∀𝑥 ∈ 𝐸 ∃!𝑦 ∈ 𝐷 | 𝑦 = 𝑓 (𝑥)

Def. 𝑓 : 𝐷 ⊂ C −→𝐺 ⊂ C
𝑑𝑒 𝑓
⇐⇒ отображение такое, что ∀𝑧 ∈ 𝐷 ∃𝑤 ∈𝐺 | 𝑓 (𝑧) =𝑤

Def. Если ∀𝑧 ∈ 𝐷 ∃!𝑤 ∈𝐺 , то 𝑓 называется однозначной функцией
Def. Если ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷 (𝑧1 ≠ 𝑧2) =⇒ 𝑓 (𝑧1) ≠ 𝑓 (𝑧2), то 𝑓 называется однолистной функцией

Ex. 1. 𝑤 =
√
𝑧 - неоднозначная функция

⊐𝑧 = 1 = 1(cos 0+ 𝑖 sin 0)
√
𝑧 =

√
1
(
cos

2𝜋𝑘
2

+ 𝑖 sin 2𝜋𝑘
2

)
𝑤1 = 1, 𝑤2 = −1

Ex. 2. 𝑤 = 𝑧2 - неоднолистная функция
𝑧1 = 1, 𝑧2 = −1 𝑤 (𝑧1) =𝑤 (𝑧2) = 1

Nota. Если 𝑓 (𝑧) однозначна и однолистна, то 𝑓 (𝑧) - взаимно однозначное соответствие (биекция).
Тогда ∃𝑔(𝑥) | 𝑔(𝑓 (𝑥)) = 𝑥

Комплексную функцию 𝑓 (𝑧) можно представить как 𝑢 (𝑥,𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥,𝑦), где 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑧

Ex. 𝑤 = 𝑧2 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 −𝑦2 = (𝑥2 −𝑦2) + 𝑖 · 2𝑥𝑦
𝑢 (𝑥,𝑦) = (𝑥2 −𝑦2), 𝑣 (𝑥,𝑦) = 2𝑥𝑦

2.2. Предел функции

Def. 𝐿 ∈ C, 𝑓 : 𝐷 −→𝐺, 𝐿
𝑑𝑒 𝑓
= lim

𝑧→𝑧0
𝑓 (𝑧) =⇒∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0

𝛿=𝛿 (𝜀)

��� 𝑧 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈
◦
𝑈 𝛿 (𝑧0) 𝑓 (𝑥) ∈𝑈𝜀 (𝐿)

В определении существование и значение 𝐿 не должно зависеть от пути, по которому 𝑧

приближается к точке сгущения 𝑧0. Может быть так, что для любого направления стремления
предел есть, но в общем смысле не существует

Ex. 𝑓 (𝑧) = 1
2𝑖

(
𝑧

𝑧
− 𝑧

𝑧

)
⊐𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜑

𝑓 (𝑧) = 1
2𝑖

(
𝜌𝑒𝑖𝜑

𝜌𝑒−𝑖𝜑
− 𝜌𝑒−𝑖𝜑

𝜌𝑒𝑖𝜑

)
=

1
2𝑖

(
𝑒2𝑖𝜑 − 𝑒−2𝑖𝜑

)
=

1
2𝑖
(cos 2𝜑 + 𝑖 sin 2𝜑 − cos 2𝜑 + 𝑖 sin 2𝜑) = sin 2𝜑
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Зафиксируем 𝜑 = 𝜑∗ ∈ [0; 2𝜋), тогда sin 2𝜑∗ ∈ [−1; 1]
lim
𝑧→0

𝑓 (𝑧) = lim
𝜌→0
𝜑=𝜑∗

𝑓 (𝑧) = lim
𝜌→0
𝜑=𝜑∗

sin 2𝜑 = sin 2𝜑∗ ∈ [−1; 1]

Значения предела занимает отрезок [−1; 1] =⇒
� lim
𝑧→0

𝑓 (𝑧)
На рисунке изображена sin 2𝜑, на оси 𝑂𝑧 изображена
Re𝑤 . Черные линии - это возможные пути приближе-
ния 𝑧 к 0

Nota. Путь следования предела аналогичен левосторон-
нему и правостороннему пределами R-функций

Def. Непрерывность функций в точке 𝑧0.
𝑓 : 𝐷 −→𝐺, 𝑧0 ∈ 𝐷, 𝑓 (𝑧) называется непрерывной в 𝑧0, если lim

𝑧→𝑧0
𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑧0)

На языке приращений: Δ𝑓 = 𝑓 (𝑧0 +Δ𝑧) − 𝑓 (𝑧0) −→
Δ𝑧→0

0

Δ𝑧 = 𝑧 − 𝑧0 = Δ𝑥 + 𝑖Δ𝑦 → 0 =⇒

Δ𝑥 → 0

Δ𝑦 → 0
=⇒ Δ𝜌 → 0

2.3. Элементарные комплексные функции

Ex. 1. Линейная 𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 +𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ C 𝑎 ≠ 0

Эта функция однозначная, однолистная =⇒∃𝑓 −1(𝑧) = 𝑔(𝑧) = 𝑧 −𝑏

𝑎
Геометрический смысл:
𝑎 ∈ C, 𝑧 ∈ C

𝑎𝑧 = |𝑎 | |𝑧 | (cos(𝜑𝑎 +𝜑𝑧) + 𝑖 sin(𝜑𝑎 +𝜑𝑧)) - поворот и растяжение (𝜑𝑎 = arg 𝑎, 𝜑𝑧 = arg 𝑧)
𝑎𝑧 +𝑏 = (𝑥𝑎𝑧 +𝑥𝑏) + 𝑖 (𝑦𝑎𝑧 +𝑦𝑏) - сдвиг
То есть линейная функция - композиция из поворота, растяжения и сдвига

Ex. 2. Степенная 𝑤 = 𝑧𝑛, 𝑛 ∈ N - однозначная, может быть неоднолистной
Для 𝑛 ∈ Q функция становится неоднозначной
Ex. 𝑤 = 𝑧2 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜑 ,𝑤 = 𝜌2𝑒2𝑖𝜑

Пусть 𝑧1 ≠ 𝑧2 и 𝑤 (𝑧1) =𝑤 (𝑧2), тогда arg 𝑧1 = arg 𝑧2 ±𝜋

𝑤 (𝑧1) = 𝜌2𝑒2𝑖 arg 𝑧1 = 𝜌2𝑒2𝑖 (arg 𝑧1+2𝜋𝑘)

𝑤 (𝑧2) = 𝜌2𝑒2𝑖 arg 𝑧2 = 𝜌2𝑒2𝑖 (arg 𝑧1+𝜋) = 𝜌2𝑒𝑖 (2 arg 𝑧1+2𝜋) =𝑤 (𝑧1)
Область однолистности 𝑧2 - множество точек, для которых arg 𝑧 ∈ [0;𝜋)
Точку 𝑤 = 0 называют точкой разветвления

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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Ex. 𝑤 = 𝑧−1 =
1
𝑧

𝑤 (0) =∞,𝑤 (∞) = 0
𝑧 ∈ C \ {0} - функция обратима

𝑤 = 𝑟𝑒𝑖𝜓 =
1

𝜌𝑒𝑖𝜙
=

1
𝜌
𝑒−𝑖𝜑 =⇒ |𝑤 | = 1

|𝑧 | , arg𝑤 = − arg 𝑧

Преобразование |𝑤 | =
1
|𝑧 | называется инверсией, а

arg𝑤 = − arg 𝑧 дает симметрию относительно Re 𝑧

Ex. 3. Рациональная 𝑓 (𝑧) = 𝑃𝑛 (𝑧)
𝑄𝑚 (𝑧)

, 𝑛,𝑚 ∈ N

Ex. 4. Показательная 𝑤 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥 · 𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥 (cos𝑦 + 𝑖 sin𝑦)
Свойства:

1. 𝑒𝑧1+𝑧2 = 𝑒𝑧1 · 𝑒𝑧2

2. (𝑒𝑧1)𝑧2 = 𝑒𝑧1𝑧2

3. 𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 · 𝑒2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 - показательная функция пе-
риодична с периодом 2𝜋𝑖

Ex. 5. Логарифмическая 𝑤 = Ln 𝑧
Если 𝑒𝑤 = 𝑒𝑢+𝑣𝑖 = 𝑒𝑢 (cos 𝑣 + 𝑖 sin 𝑣) = 𝑧 = |𝑧 |𝑒𝑖 arg 𝑧, то 𝑢 = ln |𝑧 |, 𝑣 = arg 𝑧 + 2𝜋𝑘
Тогда Ln 𝑧 = ln |𝑧 | + 𝑖 (arg 𝑧 + 2𝜋𝑘)
ln 𝑧 = Ln 𝑧 при 𝑘 = 0 - т. н. главное значение

исходники найдутся тут:
https://github.com/pelmesh619/itmo_conspects
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