
Дополнительные главы
высшей математики 07.02.2025 Лекции Далевской О. П.

1. Основные понятия

1.1. Комплексное число

Mem. C = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 ∈ R}
Обозначение: 𝑧 = (𝑎, 𝑏) = 𝑎 +𝑏𝑖, где 𝑖 = (0,−1) =

√
−1

Основные операции:

1. Re 𝑧 = 𝑎 - вещественная часть, Im 𝑧 = 𝑏 - мнимая часть
2. 𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎1, 𝑏1) + (𝑎2, 𝑏2) = (𝑎1 +𝑎2, 𝑏1 +𝑏2) = (𝑎1 +𝑎2) + 𝑖 (𝑏1 +𝑏2)
3. 𝑧1 · 𝑧2 = (𝑎1 +𝑏1𝑖) ∗ (𝑎2 +𝑏2𝑖) = (𝑎1𝑎2 −𝑏1𝑏2) + 𝑖 (𝑎1𝑏2 +𝑎2𝑏1)
4. 𝑧𝑛 = 𝜌𝑛 (cos𝑛𝜑 + 𝑖 sin𝑛𝜑) - формула Муавра, где 𝜌 = |𝑧 |, 𝜑 = arg 𝑧

5. 𝑛
√
𝑧 = 𝑛

√
𝜌

(
cos

𝜑 + 2𝜋𝑘
𝑛

+ 𝑖 sin 𝜑 + 2𝜋𝑘
𝑛

)
, где 𝜌 = |𝑧 |, 𝜑 = arg 𝑧, 𝑘 ∈ Z

6. При 𝑛 = 2
√
𝑧 =

√
𝑎 +𝑏𝑖 = ±(𝑐 +𝑑𝑖), где 𝑐 =

√︄
𝑎 +

√
𝑎2 +𝑏2

2
, 𝑑 = sign(𝑏)

√︄
−𝑎 +

√
𝑎2 +𝑏2

2
Тригонометрическая форма:
𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝜌 (cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑), где 𝜌 = |𝑧 | =

√
𝑎2 +𝑏2, 𝜑 =

arg 𝑧 ∈ [0; 2𝜋)
Arg 𝑧 = arg 𝑧 + 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z

По формуле Эйлера 𝑧 = 𝜌 (cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑) = 𝜌𝑒𝑖𝜑

1.2. Комплексная плоскость

Def. Окрестность точки 𝑧0 ∈ C определяется как 𝑈𝛿 (𝑧0) = {𝑧 ∈ C
��� |𝑧 − 𝑧0 | < 𝛿}

Тогда
◦
𝑈 𝛿 (𝑧0) =𝑈𝛿 (𝑧0) \ {𝑧0} - выколотая окрестность

Def. Для данной множества точек 𝐴 точка 𝑧0 считается

• внутренней, если для любого 𝛿 𝑈𝛿 (𝑧0) ⊂ 𝐴

• граничной, если для любого 𝛿 ∃𝑧 ∈𝑈𝛿 (𝑧0)
���𝑧 ∈ 𝐴 и ∃𝑧 ∈𝑈𝛿 (𝑧0)

���𝑧 ∉𝐴
Def. Открытое множество состоит только из внутренних точек
Def. Закрытое множество содержит все свои граничные точки
Def. Границой Γ𝐷 (иногда обозн. 𝛿𝐷) для множества 𝐷 называют множество всех граничных
точек 𝐷

Def. Если любые две точки множества можно соединить ломаной линией конечной длины, то
множество считается связным
Def. Множество 𝐷 ⊂ C называется областью, если 𝐷 - открытая и связная
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Def. Кривая 𝑙 ⊂ C считается непрерывной, если 𝑙 = {𝑧 ∈ C | 𝑧 = 𝜑 (𝑡) + 𝑖𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ R}, где 𝜑 (𝑡),𝜓 (𝑡)
- непрерывные функции
Nota. Если 𝜑 (𝑡) и 𝜓 (𝑡) дифференцируемы и их производные непрерывные, то кривая 𝑙 гладкая
Def. Непрерывная замкнутая (то есть начальная и конечная точки совпадают) без самопере-
сечений кривая называется контуром
Nota. Односвязную область можно стянуть в точку

Ex. 1. 𝐷 = {𝑧 ∈ C
��� 0 < |𝑧 | < 𝛿} - область свя-

заная, но не односвязная, ее нельзя стянуть
из-за дырки

Ex. 2. 𝐷 = {𝑧 ∈ C
��� 0 < |𝑧 | < 𝛿, arg 𝑧 ≠ 0} - область

связная и односвязная

Ex. 3. 𝐷 = {𝑧 ∈ C
��� | Re 𝑧 | < 𝛿} - несвязная об-

ласть

Ex. 4. 𝐷 = {𝑧 ∈ C
��� Im 𝑧 ≥ 0, 𝑧 ∉ [0, 𝑖]} - здесь

под [0, 𝑖] подразумевается линейный отрезок
на оси

Nota. Дальше все рассматриваемые Γ𝐷 будут состоять из кусочногладких и изолированных
кривых
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1.3. Предел

Mem. Последовательность {𝑧𝑛} = 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, . . . , 𝑧𝑛, . . .

Def. Пределом {𝑧𝑛} называют число 𝑧 такое, что
∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 = N

𝑛0=𝑛0 (𝜀)

��� ∀𝑛 > 𝑛0 |𝑧𝑛 − 𝑧 | < 𝜀

Обозначается lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑧

Nota. {𝑧𝑛} можно представить как 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛, то есть двумя R-последовательностями

Th. ∃ lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑥 + 𝑖𝑦
𝑥,𝑦∈R

⇐⇒
∃ lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = lim

𝑛→∞
Re 𝑧𝑛 = 𝑥

∃ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = lim
𝑛→∞

Im 𝑧𝑛 = 𝑦

⇐= ∀𝜀 > 0 ∃ 𝑛0 ∈ N
𝑛0=max(𝑛0𝑥 ,𝑛0𝑦)

��� ∀𝑛 > 𝑛0
|x𝑛 −𝑥 | < 𝜀

2
|y𝑛 −𝑦 | < 𝜀

2

|𝑧𝑛 − 𝑧 | = | (𝑥𝑛 −𝑥) + 𝑖 (𝑦𝑛 −𝑦) | ≤ |𝑥𝑛 −𝑥 | + |𝑦𝑛 −𝑦 | <
𝜀

2
+ 𝜀

2
То есть ∀𝜀 > 0 . . . |𝑧𝑛 − 𝑧 | < 𝜀

=⇒ ∀𝜀 > 0 |𝑧𝑛 − 𝑧 | = | (𝑥𝑛 − 𝑥) + 𝑖 (𝑦𝑛 − 𝑦) | < 𝜀 =⇒

|𝑥𝑛 −𝑥 | ≤ |(𝑥𝑛 −𝑥) + 𝑖 (𝑦𝑛 −𝑦) | < 𝜀

|𝑦𝑛 −𝑦 | ≤ |(𝑥𝑛 −𝑥) + 𝑖 (𝑦𝑛 −𝑦) | < 𝜀
=⇒

∃ lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 и ∃ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦

Nota. Для комплексных чисел работают теоремы для пределов (сумма пределов, произведение
пределов и т.д.), критерий Коши и другие

Def. lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 =∞⇐⇒∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ N
𝑛0=𝑛0 (𝜀)

��� 𝑛 > 𝑛0 |𝑧 | > 𝜀

Def. Точка 𝑧, определенная как предел, равный ∞, называется бесконечно удаленной. Но
существует множество последовательностей, чьи пределы удаляются на бесконечность разными
путями на плоскости

Def. Стереографическая проекция (сфера Римана)

исходники найдутся тут:
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Поместим сферу на комплексную плоскость и сделаем биекцию точек плоскости на точки
сферы: проведем из верхней точки сферы лучи вниз на плоскость, и точка, где луч пересекает
сфера, будет считаться отображением для данной точки. Заметим, что в этом случае бесконечно
удаленные точки будут отображаться в верхнюю точку сферы

Def. C∪ {∞} = C - расширенная комплексная плоскость

Однако 𝑧 +∞ не определена, ∞+∞ не определена. Но ∞ = lim
𝑛→∞

1
𝑧𝑛

при 𝑧𝑛 −→
𝑛→∞

0; ∞ =∞ · lim
𝑛→∞

𝑧𝑛

при 𝑧𝑛 −→ 𝑧

Записью [−∞;+∞] обозначается ось R;
[−𝑖∞;+𝑖∞] - мнимая расширенная ось

Путь 𝑥 ± 𝑖∞ при фикс. 𝑥 - вертикальная прямая;
𝑖𝑦 ±∞ - горизонтальная прямая;
𝑒𝑖𝜑 · ∞ - прямая, проходящая через начало координат

исходники найдутся тут:
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