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Th. 1. о сдвиге:
Ряд Фурье не изменится, если [−𝜋, 𝜋] заменить на [𝑎;𝑎 + 2𝜋]

Докажем, что если 𝜑 (𝑡) - 2𝜋-периодична, то
∫ 𝜋

−𝜋
𝜑 (𝑡)𝑑𝑡 =

∫ 𝑎+2𝜋

𝑎

𝜑 (𝑡)𝑑𝑡
У нас 𝑓 (𝑥) с периодом [−𝜋, 𝜋], обозначим 𝑥 = 𝑡 − 2𝜋 (𝑡 = 𝑥 + 2𝜋).

Рассмотрим
∫ 𝑎

𝑏

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫ 𝑎+2𝜋

𝑏+2𝜋
𝑓 (𝑡 − 2𝜋)𝑑𝑡 =

∫ 𝑐+2𝜋

𝑏+2𝜋
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 =

∫ 𝑐+2𝜋

𝑏+2𝜋
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Пусть 𝑏 = −𝜋, 𝑐 = 𝑎, тогда
∫ 𝑐

𝑏

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫ 𝑎

−𝜋
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫ 𝑎+2𝜋

−𝜋+2𝜋
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫ 𝜋

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥∫ 𝑎+2𝜋

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫ −𝜋

𝑎

+
∫ 𝜋

−𝜋
+
∫ 𝑎+2𝜋

𝜋

=

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Th. 2. о растяжении:
𝑓 (𝑥) - 2𝑙-периодична: (𝑇 : [−𝑙, 𝑙])

𝑎0 =
1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑥) cos

𝜋𝑛

𝑙
𝑥𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑥) sin

𝜋𝑛

𝑙
𝑥𝑑𝑥

Тогда 𝑓 (𝑥) = 𝑎0

2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
+𝑏𝑘 sin

𝑘𝜋𝑥

𝑙

𝑓 (𝑥) - 2𝑙-периодична: (𝑇 : [−𝑙, 𝑙])
Обозначим 𝑥 =

𝑙𝑡

𝜋
𝑡

x𝜋

−𝜋
𝑥

x𝑙−𝑙
𝑓 ( 𝑙𝑡

𝜋
) = 𝜑 (𝑡) - 2𝜋-периодична

Ряд Фурье для 𝜑 (𝑡) = 𝑎0

2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos𝑘𝑡 +𝑏𝑘 sin𝑘𝑡 , где

𝑎𝑘 =
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝜑 (𝑡) cos𝑘𝑡𝑑𝑡 =

1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓

(
𝑙𝑡

𝜋

)
cos𝑘𝑡𝑑𝑡 =

=
1
𝑙

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓

(
𝑙𝑡

𝜋

)
cos𝑘𝑡𝑑

(
𝑙𝑡

𝜋

)
=

1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑥) cos

𝑘𝜋

𝑙
𝑥𝑑𝑥

Аналогично 𝑏𝑘 .

Ex. 1. 𝑓 (𝑥) = 𝑥 𝑥 ∈ [−1, 1]

𝑎𝑘 =
1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑥 cos

𝑘𝜋𝑥

𝑑
𝑥 =

∫ 1

−1
𝑥 cos𝑘𝜋𝑥𝑑𝑥 =

1
𝑘𝜋

(
𝑥 sin𝑘𝜋𝑥

���1
−1

−
∫ 1

−1
sin𝑘𝜋𝑥𝑑𝑥

)
= − 1

𝑘𝜋
· 0 = 0
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𝑏𝑘 =

∫ 1

−1
𝑥 sin𝑘𝜋𝑥𝑑𝑥 =− 1

𝑘𝜋

(
𝑥 cos𝑘𝜋𝑥

���1
−1

−
∫ 1

0
cos𝑘𝜋𝑥𝑑𝑥

)
=− 2

𝑘𝜋

(
(−1)𝑘 − 1

𝑘𝜋
sin𝑘𝜋𝑥

���1
0

)
=
(−1)𝑘+1 · 2

𝑘𝜋

𝑥 =
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1 · 2
𝑘𝜋

sin𝑘𝜋𝑥

4.2. Оценка коэффициентов Фурье

Nota. Вернемся к приближению 𝑓 (𝑥) тригонометрическим многочленом 𝑇𝑛 (𝑥). Ранее гово-

рилось, что из всех многчленов типа
𝑛∑︁

𝑚=0
𝑎𝑚 cos𝑚𝑥 +𝑏𝑚 sin𝑚𝑥 минимально отстоящим будет

многочлен Фурье, то есть c 𝑎𝑚 и 𝑏𝑚, равными коэффициентам Фурье.
Зададим расстояние 𝛿𝑛 между 𝑓 (𝑥) и многочленом 𝑇𝑛 (𝑥) формулой

𝛿2
𝑛 = ∥ 𝑓 −𝑇𝑛∥2 = (𝑓 −𝑇𝑛, 𝑓 −𝑇𝑛) =

1
𝑏 −𝑎

∫ 𝑏

𝑎

(𝑓 (𝑥) −𝑇𝑛 (𝑥))2 𝑑𝑥 =

[
[𝑎, 𝑏] = [−𝜋, 𝜋]

]
=

1
2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋

(
𝑓 (𝑥) − 𝑎0

2
−

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚 cos𝑚𝑥 +𝑏𝑚 sin𝑚𝑥

)2

𝑑𝑥

Далее, честно интегрируя, можно убедиться, что 𝛿 будет наименьшим, если 𝑎𝑚 и 𝑏𝑚 - коэффи-
циенты Фурье
Преобразуем ∥ 𝑓 − 𝑓0∥2:

𝛿2
𝑛 = ∥ 𝑓 −

𝑛∑︁
𝑚=0

(𝑓 , 𝑒𝑚)𝑒𝑚∥2 = ∥ 𝑓 ∥2 − 2

(
𝑓 ,

𝑛∑︁
𝑚=0

(𝑓 , 𝑒𝑚)𝑒𝑚

)
+






 𝑛∑︁
𝑚=0

(𝑓 , 𝑒𝑚)𝑒𝑚






2

= ∥ 𝑓 ∥2 − 2
𝑛∑︁

𝑚=0
(𝑓 , 𝑒𝑚)2 +

𝑛∑︁
𝑚=0

(𝑓 , 𝑒𝑚)2 = ∥ 𝑓 ∥2 −
𝑛∑︁

𝑚=0
(𝑓 , 𝑒𝑚)2 - квадраты коэффициентов разложения

Тогда 𝛿2
𝑛 =

1
2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 −

𝑎2
0
4
− 1

2

𝑛∑︁
𝑚=1

(𝑎2
𝑚 +𝑏2

𝑚)

Так как 𝛿2
𝑛 ≥ 0, то

1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 ≥

𝑎2
0
2
+

𝑘∑︁
𝑚=1

(𝑎2
𝑚 +𝑏2

𝑚)

Так как
𝑛∑︁

𝑚=1
растет и ограничена, то ряд

∞∑︁
𝑚=1

сходитсяя

Можем записать:
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 ≥

𝑎2
0
2
+

∞∑︁
𝑚=1

(𝑎2
𝑚 +𝑏2

𝑚) - неравенство Бесселя

Можем усилить неравенство, если доказать, что при 𝑛 → ∞ 𝛿2
𝑛 → 0. В этом случае 𝑓 (𝑥)

раскладывается по полной системе функций {cos𝑚𝑥, sin𝑚𝑥}

Def. Система {𝜑𝑚 (𝑥)}∞𝑚=1 называется полной, если ∀𝑓 (𝑥) ∉ {𝜑𝑚}∞𝑚=1

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝜑 (𝑥)𝑑𝑥 = 0 =⇒
𝑓 (𝑥) = 0
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑎2
0
2
+

∞∑︁
𝑚=1

(𝑎2
𝑚 +𝑏2

𝑚) - равенство Парсеваля

Заметим, что из оценки ранее ∥ 𝑓 ∥2 =
𝑛∑︁

𝑚=1
(𝑓 , 𝑒𝑚)2 =

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑓 2
𝑚
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В ∞-мерном пространстве ∥ 𝑓 ∥2 =
∞∑︁

𝑚=1
𝑓 2
𝑚 - «теорема Пифагора»

Nota. Эти утверждения верны для любых ортогональных систем функций, а не только для
тригонометрических

4.3. Интеграл Фурье

𝑓 : R→ R, ∃
∫
R
|𝑓 (𝑥) |𝑑𝑥 = 𝐼 ∈ R

∃ ряд Фурье для 𝑓 (𝑥) на [−𝑙, 𝑙] ∀𝑙 > 0, то есть

𝑓 (𝑥) = 𝑎0

2
+

∞∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚 cos
𝑚𝜋𝑥

𝑙
+𝑏𝑚 sin

𝑚𝜋𝑥

𝑙
=

=
1
2𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 +

∞∑︁
𝑚=1

[(
1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡) cos

𝑚𝜋𝑡

𝑙
𝑑𝑡

)
cos

𝑚𝜋𝑥

𝑙
+

(
1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡) sin

𝑚𝜋𝑡

𝑙
𝑑𝑡

)
sin

𝑚𝜋𝑥

𝑙
+
]
=

=
1
2𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 +

∞∑︁
𝑚=1

1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡)𝑚𝜋

𝑙
(𝑡 −𝑥)𝑑𝑡

Исследуем при 𝑙 →∞:
1
2𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 ≤ 1

2𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
|𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡 ≤ 𝐼

2𝑙
−→
𝑙→∞

0

Обозначим 𝛼1 =
𝜋

𝑙
, 𝛼2 =

2𝜋
𝑙
, . . . , 𝛼𝑚 =

𝑚𝜋

𝑙
, Δ𝑎𝑚 =

𝜋

𝑙

Рассмотрим
∞∑︁

𝑚=1

1
𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡) cos

𝑚𝜋 (𝑡 −𝑥)
𝑙

𝑑𝑡︸                              ︷︷                              ︸
функция переменной 𝑙

=
∞∑︁

𝑚=1

1
𝜋

(∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡) cos𝛼𝑚 (𝑡 −𝑥)𝑑𝑡

)
Δ𝛼𝑚

Рассмотрим переменную 𝛼 ∈ R, 𝛼𝑚 = 𝛼 (𝑚),Δ𝛼𝑚 = Δ𝛼 - дифференциальное

Имеем аналог интегральной суммы
𝑛∑︁

𝑚=1
𝜑 (𝛼𝑚)Δ𝛼𝑚, 𝑛 →∞

Тогда 𝑓 (𝑥) = 1
𝜋

∫ +∞

0

(∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡) cos𝛼 (𝑡 −𝑥)𝑑𝑡

)
𝑑𝛼 - интеграл Фурье

Nota. От дискретного спектра частот 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 перешли к непрерывному спектру 𝛼

Nota. В точках разрыва
𝑓 (𝑥 + 0) + 𝑓 (𝑥 − 0)

2
=

1
𝜋

∫ ∞

0

(∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡) cos𝛼 (𝑡 −𝑥)𝑑𝑡

)
𝑑𝛼

Преобразуем интеграл:

𝑓 (𝑥) = 1
𝜋

∫ ∞

0

(∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡) (cos𝛼𝑡 cos𝛼𝑥 + sin𝛼𝑡 sin𝛼𝑥)𝑑𝑡

)
𝑑𝛼 =

=

∫ ∞

0

(∫ +∞

−∞
cos𝛼𝑡 cos𝛼𝑥𝑑𝑡 +

∫ +∞

−∞
sin𝛼𝑡 sin𝛼𝑥𝑑𝑡

)
𝑑𝛼

исходники найдутся тут:
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Если 𝑓 (𝑥) - четная, то
∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡) cos𝛼𝑡𝑑𝑡 = 2

∫ +∞

0
. . . ;

∫ ∞

−∞
sin𝛼𝑡𝑑𝑡 = 0

Если 𝑓 (𝑥) - нечетная, то
∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡) sin𝛼𝑡𝑑𝑡 = 2

∫ +∞

0
. . . ;

∫ ∞

−∞
cos𝛼𝑡𝑑𝑡 = 0

Обозначим 𝐹 (𝛼) =
√︂

2
𝜋

∫ ∞

0
𝑓 (𝑡) cos𝛼𝑡𝑑𝑡 Φ(𝛼) =

√︂
2
𝜋

∫ ∞

0
𝑓 (𝑡) sin𝛼𝑡𝑑𝑡

Тогда 𝑓 (𝑥) =
√︂

2
𝜋

∫ ∞

0
𝐹 (𝛼) cos𝛼𝑥𝑑𝛼︸                         ︷︷                         ︸

косинус-преобразование Фурье

, 𝑓 (𝑥) =
√︂

2
𝜋

∫ ∞

0
Φ(𝛼) sin𝛼𝑥𝑑𝛼︸                         ︷︷                         ︸

синус-преобразование Фурье

Ex. 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝛽𝑥 , (𝛽 > 0, 𝑥 ≥ 0) Lab.

𝐹 (𝛼) =? Φ(𝛼) =? 𝑒−𝛽𝑥 =
2𝛽
𝜋

∫ ∞

0

cos𝛼𝑥
𝛽2 +𝛼2𝑑𝛼

исходники найдутся тут:
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